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Prefacio

Este libro trata sobre algunos conceptos importantes para el ejercicio profesional
de la ingenieria. Su objetivo es promover una forma de pensar los problemas que potencie,
aunque suene redundante, el ingenio del ingeniero. Histéricamente la matematica ha sido una
manera de exponer los hechos de la vida real que persigue dos metas: abstraer y concentrarse
en lo relevante, a la vez que intentar liberar al razonamiento de inconsistencias y errores.
Como, en alguna medida, logra ambas cosas es que vuelan los aviones o que nos
comunicamos por internet. En Occidente fue Pitagoras el primero en considerar la idea de
modelo matematico para representar los asuntos del mundo. Para €I, matematica, lo que se
aprende en griego, era un campo integrado por la aritmética, la geometria, la astronomia y la
musica. Mds cerca en el tiempo, durante los comienzos de la Modernidad, Descartes sostuvo
que ...las matematicas tienen invenciones muy sutiles, y que pueden servir de mucho, tanto
para satisfacer a los curiosos como para facilitar todas las artes y disminuir el trabajo de los
hombres...""

El material que se presenta aqui es el que habitualmente forma parte de cursos que,
dependiendo del contexto, se denominan Investigacion Operativa, Modelos y Simulacion, Juegos
de Empresa, Teoria de la Decision, etc. En cualquier caso, no se trata de un arido tratado que
aspira a compendiar todos los conocimientos sobre estas materias, ni a presentar un conjunto de
reglas nemotécnicas para aplicar en cada caso, ni por ultimo tampoco a suministrar un manual de
uso de software para cada ocasion. Més bien se procura, a través de los distintos capitulos,
mostrar la técnica ingenieril por la cual se concibe y estructura un modelo matematico desde la
descripcion de un sistema en el lenguaje natural. Precisamente es ese modelo el que aportara
simpleza, relevancia y exactitud al analisis y permitira el calculo automatizado con un software
adecuado. Es decir “ingeniar” el modelo, eso es lo que estas paginas intentan ensefiar. Para ello
hay que desarrollar habitos de trasladar entidades a variables y actividades a férmulas. Por
supuesto cualquier desafio cabe desde estas palabras, pero aqui se presenta una coleccion de
modelos que, més que ser exhaustiva, intenta mostrar los principios del arte. Se puede modelar
la cola frente a un cajero automatico y se puede modelar el viaje de una nave espacial. Sin
embargo, las diferencias de complejidad se abordan desde principios similares siendo
posiblemente las herramientas matematicas necesarias las que atienden al nivel de dificultad.
Toda la bateria matematica aprendida en los cursos basicos de una carrera técnica, esta entonces
a disposicion para describir y optimizar comportamientos y decisiones. Pero es aqui justamente
donde importard mas mostrar una relacion, la vinculacion entre férmula y realidad, que demostrar
en el sentido de la logica matematica. Entender los sistemas tecnologicos significa modelarlos
en términos matematicos y ése es, basicamente, el lenguaje de la ingenieria.

Los contenidos se han seleccionado sobre la base de la experiencia en el dictado
de materias del area en distintas universidades a lo largo de 30 afios y en el ejercicio profesional
de modelado de sistemas de muy diversa indole. En las explicaciones se ha intentado utilizar la
palabra con claridad y precision, construir las oraciones a nuestro modo cultural, y privilegiar el
discurso frente a la imagen. Esto se juzga necesario pues la imagen, como forma explicativa,
suele carecer del poder de abstraccion de ideas necesario. Es facil ver un gato y dibujar su imagen
para comunicar lo que se vio. Pero no es tan facil representar con una imagen nitida las palabras
conocimiento o burocracia, justamente porque detrds de ellas hay un nivel de abstraccion para el
que una imagen simple no basta. Por eso la ingenieria también se trata de discurso y lenguaje.

! Descartes, R. El Discurso del Método. Losada. 1974



Programacion Lineal, Teoria de Colas, Teoria de Inventarios, Algoritmos en
Redes, Teoria de Juegos, Teoria de la Decision y Simulacion son los temas que se abordan con
la perspectiva apuntada, pues resultan en modelos de aplicacion sobre muy variados campos
tecnologicos y administrativos. Cada capitulo contiene una exposicion tedrica que fundamenta la
modelizacion, ejemplos y problemas resueltos que ejercitan el habito de plantear y estudiar los
sistemas a través de modelos, y finalmente ejercicios a resolver que no intentan constituir una
practica mecénica sino fomentar una actitud creativa, de ingenio frente a un problema. Un
apéndice orienta sobre el software disponible para el calculo una vez que el modelo ha sido
planteado. Alli se encontrara comentado un listado de paquetes libres y versiones estudiantiles
de software bajo licencia que puede utilizarse.

El enfoque adoptado resulta adecuado para el creciente y cada vez mas extendido
desarrollo de estas técnicas, pues fomenta la capacidad de modelizacion autonoma y la inventiva
tan necesaria para el desarrollo tecnoldgico propio. No se trata solo de aprender a usar
herramientas sino también de inventarlas y desarrollarlas. Sobre generar esta destreza se pone
aqui el acento a fin de apuntalar la independencia y robustez del desarrollo tecnoldgico social.

Agradecemos a la Ingeniera Mariana Bazan por su colaboracion y comentarios.
Lo propio hacemos hacia el Departamento de Ingenieria e Investigaciones Tecnologicas de la
Universidad Nacional de La Matanza en donde llevamos a cabo nuestra actividad diaria.

San Justo. Agosto de 2022
Mg. Cristobal R: Santa Maria
Ing. Agustin Bosio



I- Introduccion a la Investigacion de Operaciones

1.1 Aspectos Historicos

En el siglo III A.C. durante la II Guerra Punica, Arquimedes gran matematico
de la antigiiedad griega, propuso usar algunos de sus inventos para defender la ciudad de
Siracusa sitiada entonces por los romanos. Entre estos inventos, que fueron efectivamente
usados, se encontraba la catapulta, que permitia arrojar a distancia piedras voluminosas e
incandescentes, al utilizar el principio de la palanca. También habia un sistema de espejos
que concentraba y reflejaba la luz solar de tal manera que, al dirigir el rayo reflejado hacia
embarcaciones enemigas, estas se incendiaban.

En 1503 Leonardo da Vinci participé6 como ingeniero en la guerra contra la
ciudad de Pisa y aportd alli sus conocimientos sobre construccion de barcos, cafiones,
vehiculos acorazados y otra maquinaria de uso militar.

Estos dos casos de colaboracion entre conocimientos cientificos y arte militar
son utiles para ilustrar porqué, durante el desarrollo de la Segunda Guerra Mundial del siglo
XX, el gobierno britanico convoco6 a un nutrido y variado grupo de eminentes cientificos a
fin de investigar el caracter de las operaciones militares y elaborar, en consecuencia, métodos
para optimizar costos, beneficios, equipamiento, hombres, etc. Lo propio hizo en 1942 al
entrar en guerra EEUU, al fundar entonces el grupo SCOOP (Scientific Computations of
Optimum Programs).

El primer asunto al que se aboc6 el grupo inglés fue la mejora de su sistema de
defensa antiaérea, al estudiar la relocalizacion de sus radares de deteccion de naves enemigas
de modo tal que cubriese la mayor cantidad de territorio y con el mayor tiempo de antelacion
al ataque posible. En términos matematicos el estudio constituyo la resolucion exitosa de un
problema de optimizacion del uso de recursos y fue seguido por otros muchos problemas
afines.

Finalizada la guerra con el triunfo aliado, George Dantzig (1914-2005),
miembro del grupo SCOOP, desarrolld un algoritmo que podia ser usado en una amplia
clase de problemas similares llamados de Programacion Lineal. Tal algoritmo se denominé
SIMPLEX y vio la luz en 1947.

Sin embargo los antecedentes matematicos de dichos trabajos provenian de un
tiempo anterior. En efecto, ya en 1928 el matematico hingaro J.Von Newmann comenzaba
a desarrollar la luego llamada Teoria de Juegos, en la cual utilizaba conceptos de la teoria de
matrices que mas tarde estructuraron la programacion lineal. Por los finales de los afios treinta
G.J. Stigler resolvidé por métodos heuristicos el llamado “problema de la dieta” que consistia
en optimizar la racién de comida diaria que recibia cada soldado britdnico a costo que
resultara minimo. En 1941 y 1942 el problema del transporte fue estudiado por primera vez
por el matematico ruso L. Kantorovich (1912-1986) y el holandés T. J. Koopmans (1910-
1985), quien acuii6 el término programacion lineal, usando métodos vinculados a las figuras
geométricas convexas. Los resultados obtenidos los condujeron a recibir el premio Nobel de
Economia en 1975. Todos estos estudios fueron utilizados por Dantzig para la construccion
del SIMPLEX.



Pero la colaboracion cientifico militar producida durante la guerra continud en
forma creciente a efecto de lo que se denominé entonces abreviadamente Investigacion de
Operaciones que incluia, claro estd, a los métodos de la programacion lineal entre otras
teorias. A su vez, quienes habian participado en los grupos de investigacion durante la guerra
fueron llevando paulatinamente los distintos resultados a la industria y los servicios al
comprobar que el tipo de problemas que se presentaban tenian fuertes similitudes con los que
habian resuelto antes. Asi crecio el interés del mundo civil por la Investigacion Operativa.
Un aspecto que colabor6 decisivamente a propagar el uso de estas técnicas fue el desarrollo
de las computadoras, que permitieron resolver problemas involucrando cada vez mayor
cantidad de operaciones matematicas, en tiempos que resultaban también mas cortos.
Durante 1952 se utiliz6 en EEUU por primera vez una computadora en ese tipo de
resoluciones y cobrd entonces mayor vuelo todavia la aplicacion de estas técnicas al arte
militar. Se establecieron respuestas Optimas para la altura de vuelo de los aviones a fin de
alcanzar submarinos enemigos durante un bombardeo, para el volumen y cantidad de bombas
a utilizar a efecto de causar el mayor dafio y para la inversion de recursos econémicos en
estas tecnologias.

Paulatinamente durante las décadas del 50 y del 60 comenzaron las aplicaciones
a fines mas altruistas y benéficos en todo el mundo. En 1958 se aplicaron en Moscu las
técnicas de la programacion lineal para disenar el plan 6ptimo de transporte de arena para
construccion, desde 10 puntos de origen a 230 de destino, utilizando computadora para el
calculo y logrando un ahorro del 11% sobre las estimaciones iniciales.

La gestion de gobiernos y de empresas, los problemas técnicos ingenieriles de
todo tipo, muchos aspectos de la medicina, problemas de biologia, ecologia o quimica
resultaron algunos de los campos a los que se extendio el uso de la Investigacion Operativa,
a punto tal de resultar quizas uno de los avances humanamente mas significativos de la
matematica del siglo xx.

En nuestro pais el estudio y aplicacion de estas herramientas comenzé en la
Universidad de Buenos Aires a fines de la década del 50 con la creacion del Instituto del
Calculo fundado por el matematico Manuel Sadosky (1914-2005), en el &mbito de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales, y en la Catedra de Investigacion de Operaciones de la
Facultad de Ingenieria, dirigida por el Ing. Isidoro Marin. En Marzo de 1960 se fundo la
Sociedad Argentina de Investigacion Operativa (SADIO) y actualmente funciona ademas la
Escuela Permanente de Investigacion Operativa (EPIO) conformada por especialistas de
todo el pais.

Si bien la Programacion Lineal resulto el nucleo original de la disciplina, de a
poco se fueron desarrollando distintos esquemas y teorias para abordar todo tipo de
problemas en el marco general del modelado de sistemas. Asi aparecieron distintas variantes
de la programacion lineal, la teoria de colas y la de stocks, la teoria de la decision, la de
juegos ya nombrada, los algoritmos para el recorrido de redes, los procedimientos de camino
critico PERT y CPM, y con auxilio de la teoria de probabilidades y de la estadistica, la técnica
poderosa de simulacion. Los métodos de analisis y los paquetes de software basados en estas
teorias permitieron optimizar costos, beneficios y tiempos en la produccién industrial y los
servicios, de modo que hoy sus elementos basicos constituyen parte esencial en la formacion
de ingenieros y administradores.



1.2 Perspectiva Sistémica

Se desarrolla a continuacion un enfoque general de modelado de sistemas para
las técnicas de la investigacion operativa. Esto significa que la teoria matematica se utiliza
como un modelo posible de un sistema, que permite analizarlo y extraer conclusiones acerca
de su comportamiento actual y futuro. La idea es establecer entonces un lenguaje-marco
ecléctico dentro del cual puedan quedar comprendidas las distintas teorias y su aplicacion en
situaciones y problemas reales de la ingenieria.

I.2.1- Sistemas

Un sistema es un conjunto de objetos, de existencia ser real o formal, que se hallan
reunidos por alguna interaccion o vinculacion regular. Los diagramas de los ejemplos 1 y 2
describen distintos sistemas.
Ejemplo 1: Sistema de navegacion aérea

Direccion Deseada iz
Girdscopo Correccién Superficies de Estructura Total de
P Control la Aeronave
d 8y:6, = 8, 8. Alerones-Tmmén
Direccion Actual g,

Ejemplo 2: Sistema de fabricacion

Pedidos Control de

Produccion
Insumos

% Compras Fabricacion Y Armado Despacho

Conviene destacar que se trata de la descripcion de dos sistemas en cuanto a los
aspectos de interés de los mismos y en relacion con lo que de ellos quiera analizarse. Es decir,
los diagramas, asi como la descripcion en lenguaje coloquial, expondran lo que resulte
relevante de acuerdo a los objetivos del estudio. También se puede sefialar aqui una
caracteristica marcada en la descripcion del Ejemplo 1 para el cual se ve que hay un brazo de
realimentacion de la informacion que compara y controla la direccion de la estructura del
aeronave con la deseada por el piloto. Este tipo de control “retroalimentado” no esta presente
en el Ejemplo 2. Los aspectos matematicos de esta clase de sistemas son estudiados por la
llamada Teoria de Control que usualmente no se considera dentro de la Investigacion de
Operaciones dada su autonomia, complejidad y extension.



Al describir un sistema se trata de identificar sus distintos elementos y relaciones
constitutivas. Para empezar, se buscan las entidades que son los objetos de interés. Por
ejemplo, el giréscopo es una entidad en el ejemplo 1 o el departamento de fabricacion lo es
en el ejemplo 2. Las entidades tienen atributos, que pueden adoptar distintas cantidades o
calidades. Por ejemplo, el girdscopo puede tener incorporada una direccion deseada
expresada angularmente, digamos 8; = 30°, o el departamento de fabricacion puede tener
que fabricar 50 pantallas segun la indicacion del departamento de control de la produccion.
Estas cantidades representan el valor de los atributos que se modificaran al desarrollarse las
actividades que, por separado o de manera relacionada, efectiuen las entidades. Por ejemplo,
es una actividad del girdscopo elaborar la correccion 6, de la direccion real 6, respecto de la
deseada e informarla a las superficies de control, o fabricar las pantallas resulta una actividad
que realiza el departamento de fabricacion. Ademas, como consecuencia de las actividades
que se realizan, los sistemas sufren cambios o transformaciones de su estado.

Los sistemas pueden clasificarse segun distintos criterios. Serdn discretos o continuos
si las variables involucradas, especialmente el tiempo, se miden en una u otra de estas formas.
Los habra estaticos o dinamicos, seglin sean las transformaciones que verifiquen y finalmente
podran clasificarse como deterministicos o estocasticos, segun la naturaleza de las
actividades que realicen. Por ejemplo, el tiempo empleado por una cajera de supermercado
en cobrar a un cliente tiene una duracion aleatoria que queda establecida por una ley de
probabilidad, por lo cual el sistema “supermercado” que contiene a la cajera es aleatorio o
estocastico. En cambio, si todas las actividades de un sistema tienen resultado determinado
sin azar el sistema es deterministico.

Un sistema siempre se encuentra rodeado de entidades y actividades que se vinculan
o no con ¢l, que no forman parte de su descripcion, pero que constituyen su medio ambiente.
En el ejemplo 2 los clientes son una entidad del medio ambiente y sus pedidos una actividad
que realizada originariamente alli, modifica sin embargo al sistema. Lo importante respecto
del modelado es entonces la descripcion del sistema, que marcara la distincion entre €l y el
medio ambiente, a la vez que resaltaré los aspectos importantes a efecto del estudio que desee
realizarse. Con vistas al modelado, habra que tener en cuenta algunos principios a aplicar en
la descripcion. Por un lado, contar con informacion exacta y fidedigna, por otro incorporar
solo los conceptos relevantes como ha quedado dicho. Ademas, y con el fin de facilitar la
modelizacion, se procederd a partir el sistema en blogques por entidad o actividad o, por el
contrario, agregar o reunir un conjunto de entidades y/o actividades bajo un solo concepto
cuando sea posible la simplificacion de la descripcion por esa via.

En el ejemplo 3 se muestran descripciones de distintos sistemas que atienden a la
metodologia detallada.

Ejemplo 3:
Sistema Entidades Atributos Actividades
Tienda Clientes Compras, Horario | Elegir, Pagar
Mercaderias Cantidades
Financiera Clientes Estado de Crédito Pagar, Solicitar
Correo Cartas Peso, Forma Enviar, Recibir
Transito Vehiculos Velocidad, Peso, | Conducir, Cargar
Distancia




1.2.2- Modelos

Un modelo es un conjunto o cuerpo de informacion sobre un sistema. Por ejemplo
una foto del aula en la que se dicta la materia es un modelo del sistema de ensefanza-
aprendizaje de la misma. Pero en particular aqui hay interés en el tipo de modelos utilizados
en la investigacion de operaciones que resultaran utiles respecto de ciertas decisiones a tomar
sobre el sistema. Se inicia entonces el desarrollo del concepto ubicando este tipo de modelos
en una clasificacion usualmente aceptada que se desarrolla brevemente. La Grafica 1 aporta
entonces ese esquema general.

Grafica 1
Modelo
Real (Fisico) Formal (Logico-Matematico)
Estatico ' Dinamico Estatico Dinamico
Numérico Analitico Numérico

(Simulacién)

En primer término, conviene aclarar que los modelos reales, de existencia fisica, no
seran objeto de estudio aqui. Sin embargo y para situar contextualmente la clasificacion se
dan a continuacién algunos ejemplos de modelos.

Ejemplo 4: Modelo Icénico

Una pelota de ping-pong pintada de azul y unida por

. medio de escarbadientes a otras dos pintadas de rojo

.- - representan en forma real e icOnica una molécula de agua
\ compuesta de una 4&tomo de oxigeno y dos de hidrégeno (H20).
. Tal modelo es estatico y puede servir por ejemplo para ensefiar

esa estructura a escolares .



Ejemplo 5: Modelo Real a Escala

Un velero construido en miniatura, pero respetando las
proporciones y materiales del que luego habrd de construirse en
realidad es un modelo a escala y estatico del mismo y puede permitir
por ejemplo estudios de flotabilidad en piletas que simulen las
condiciones reales de navegacion.

M .

——

Ejemplo 3. Modelo Fisico Anédlogo

: AVAYAYA 11110
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|
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|
|
R 1M
F@®
Sistema mecanico Sistema electrico

El sistema mecénico esta integrado por una masa M a la que se aplica una fuerza F
que depende del tiempo, un resorte R cuya fuerza es proporcional a su extension o
contraccion con constante de rigidez K y un amortiguador que ejerce una fuerza de
amortiguacion proporcional a la velocidad de la masa. Tal sistema puede representar por
ejemplo la suspension del neumatico de un automévil. EI movimiento x del sistema esta en
relacion con las partes constitutivas del mismo y puede a su vez expresarse, con adecuadas
condiciones iniciales, por la solucion de la ecuacion diferencial:

M# + D% + Kx = KF(0)

El sistema eléctrico es precisamente un modelo del sistema mecanico construido por
analogia. En €I, la carga q en el capacitor C resulta el elemento andlogo a x. La intensidad de
corriente / =¢ representa a la velocidad x, la diferencia de potencial E(t) a la fuerza F, la
inductancia L a la masa M, el valor R de la resistencia al factor de amortiguaciéon D y la
constante 1/C a la constante K del resorte. De tal forma la ecuacion diferencial cuya solucion
es precisamente  representa al sistema eléctrico.
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Esta ecuacion es independientemente de las magnitudes fisicas que representen las
variables, enteramente andloga a la que representa en términos matematicos al sistema
mecanico. Es esta analogia entre formulas la que sugiere y autoriza entonces la sustitucion
fisica de un sistema por otro para estudiar propiedades, constituyendo en ese caso el sistema
elegido un modelo fisico analogo y dindmico del sistema original. Por supuesto y ademas las
respectivas ecuaciones resultan modelos matematicos de cada uno de los sistemas analizados.

Los modelos matematicos son el objetivo principal de esta exposicion. Un modelo
matemadtico estdatico y numérico del curso de Investigacion Operativa es por ejemplo una
estadistica sobre presencias de estudiantes, temas, notas, etc. del mismo. Algunos modelos
matematicos de los se veran aqui tendrdn por ejemplo caracteristicas invariantes en sus
restricciones y objetivos constituyendo modelos matematicos estaticos y analiticos porque
involucraran formulas para representar al sistema. Habra también modelos que en sus
formulas incluyan las diferentes transformaciones que el sistema pueda verificar y seran por
esto modelos matematicos dinamicos y analiticos. Finalmente habra modelos que emulen le
desempefio del sistema por medio de una estadistica construida en forma ficticia a través de
la aplicacion de patrones de comportamiento conocidos dados por formulas simples. Estos
modelos matemdaticos dinamicos y experimentales son los que aportan las técnicas de
simulacion. Por ejemplo: conocido por el ajuste de datos estadisticos observados el
comportamiento probabilistico exponencial del tiempo de atencion de una cajera en un
supermercado, se pueden generar tiempos ficticios de atencion utilizando la ley matematica
hallada, y simular asi nuevos tiempos de atencion de la cajera como si fueran reales.

Como es facil imaginar la construccion de modelos matematicos es una tarea cuya
dificultad y duracion dependen de la complejidad del sistema involucrado. No se requieren
los mismos tiempos ni los mismos conocimientos para modelar por ejemplo la actividad de
un satélite en Orbita que para saber cudnto y cuando reponer en el stock de una fabrica. Pero
en ambos casos, como en infinidad de otros, puede construirse un modelo matematico.
Algunos sistemas suficientemente conocidos y relativamente sencillos tienen sus modelos
estandar, en general analiticos. A ciertos modelos de ese tipo se refiere al menos inicialmente
la Investigacion de Operaciones, sin perjuicio que el uso y/o la combinacion de modelos
conocidos pueda extenderse a situaciones no analizadas o nuevas. Conviene entonces
distinguir algunas etapas genéricas en la construccion de modelos nuevos y/o mas complejos:

Etapa 1: Planteo del tipo de estudio o problema que desea realizarse acerca de un
sistema.

Etapa 2: Descripcion acabada del sistema con acopio de toda la informacion
relevante dada por estadisticas, férmulas relacionales, teorias, etc.

Etapa 3: Desarrollo del modelo matematico.

Etapa 4: Confeccion de un programa de computadora que en base al modelo calcule
los valores de sus variables de decision.



Etapa 5: Validacion de parametros.
Etapa 6: Uso del modelo. Evaluacion de resultados y toma de decisiones.

Un breve comentario acerca de estas etapas debe comenzar destacando que por lo
general se construye un modelo matematico a efecto de tomar, mediante su uso, alguna
decision. El planteo de cudl es esa decision, cudles son sus alcances y modalidades esta
contemplado en la Etapa 1. La Etapa 2 plantea un estudio pormenorizado del sistema para
obtener su descripcion en términos de entidades, atributos y actividades que normalmente
seran representadas en términos matematicos por variables, rangos de valores de las mismas
y funciones que las ligan. Asi se plantea la Etapa 3 para la cual puede hacerse necesario
reconsideraciones sucesivas de las Etapas 1 y 2 a efecto de aumentar la claridad y precision
de la representacion que el modelo haga del sistema y de la solucion al problema de decision
involucrado. Terminado este proceso o al menos bien avanzado su desarrollo debe comenzar
la Etapa 4 de confeccion de un programa de computadora que calcule los valores que hacen
a la decision a tomar. Este puede desarrollarse de muy variadas formas por medio de
lenguajes de proposito general como por ejemplo Fortran Pythom, o R o C, aptos para el
trabajo con expresiones matematicas, o bien pueden utilizarse paquetes de software
preparados para propositos generales como el GPSS (Sistema de Simulacién de Propodsito
General)) en el caso de un modelo experimental por simulacion. También se dispone de
paquetes por tipos de actividad como por ejemplo finanzas, exploracion petrolera etc. La
Etapa 5 significa un ajuste fino, buscando aportar méxima precision en los pardmetros de
calculo, a efecto que en situaciones conocidas el modelo y el sistema produzcan respuestas
lo mas parecidas posibles. Si esto ocurre, si el modelo ajusta a la realidad de comportamiento
del sistema en situaciones conocidas, se podra tener cierta certeza en que lo hara para casos
desconocidos, en los cuales haya modificaciones o planteos nuevos. Por ende, se podran
utilizar las respuestas obtenidas en las pruebas con el modelo, para tomar las decisiones sobre
qué hacer con la realidad del sistema. Esto involucra la realizacion de la Etapa 6.

Ejercicios resueltos

Ejercicio N°1- Detallar posibles entidades, atributos y actividades de los siguientes sistemas
sefialando objetivos de la descripcion y caracterizando el medio ambiente de acuerdo a ello.
a) Sistema de transito

b) Sistema de comunicaciones
¢) Sistema bancario
d) Sistema hospitalario

e) Supermercado



Medio
Sistema Objetivos Entidades Atributos Actividades Ambiente
Organizar la Semaforos, Velocidad, luces
Sistema de circulaciéon de |automoviles,| normativas, senda |Frenar, esperar,| Parada de
Transito forma efectiva peatones peatonal circular omnibus, subte
Comunicar entre
. dos o mas puntos . . . o
Sistema de . P ’|  Emisor, Longitud del Enviar-recibir
. intercambiando . . - Computadoras
Comunicaciones receptor mensaje, hora informacion
datos o
informacién
Gestionar los
valores de los .
. . , . Depositos,
Sistema clientes segun las Banco, Valores monetarios . o .
. . : extracciones, | Edificio, cajas
Bancario necesidades de cliente ($) en cuentas. X
. transferencias
los mismos, en
forma segura
Internacion,
. Diagnosticar consulta .
Sistema g y L . i Consultorios,
. . resolver la Médico, Tiempo de espera, médica,
Hospitalario L . . - computadoras
situacion del enfermero, equipamientos, atencion de
paciente paciente insumos urgencia
Lista de compras
Abastecer a sus Empleado, mercaderiapen ’ Comprar, ;
Supermercado clientes cliente, camiones. tiemno de vender, reponer |Fila de cobroy
repositor, » tiemp mercaderia control de
proveedor, atencion productos
cajas

Ejercicio N°2- Describir el sistema de ensefianza-aprendizaje de la materia Investigacion

Operativa

El sistema ensenanza-aprendizaje de la materia tiene por entidades fundamentales

a los estudiantes y los profesores. Los atributos ligados con los primeros son los
conocimientos previos, su interés por la materia y algunos mas como el nimero de presencias
y la nota obtenida en cada evaluacion. En cuanto a los profesores son atributos sus
conocimientos, sus recursos didacticos, sus clases asignadas. El aula es otra entidad a tener
en cuenta con su disponibilidad horaria, la cantidad de sillas, escritorios y pizarrones
disponibles como atributos. Si el curso se impartiera a distancia, recursos tales como la
plataforma de ensefianza-aprendizaje y sus facilidades disponibles serian entidades y
respectivos atributos también. Se trata de un sistema dinamico pues muchos de los atributos
sefalados cambian en razén de la actividad de ensefianza y aprendizaje compuesta, a su vez,
por sub actividades tales como exposicion teorica, realizacion de ejercicios, comprension,
estudio y evaluacion. El tiempo puede considerarse en forma continua pues las distintas
entidades pueden desarrollar en conjunto y/o separadamente estas actividades en cualquier
momento, aunque puede también conceptuarse la discretizacion en dias, por ejemplo. El



sistema es estocastico pues muchas de las actividades tienen a priori varios posibles
resultados con distinta probabilidad de ocurrencia. Por supuesto cabria aqui un mayor detalle
si se precisara en la consigna del problema el objetivo por el cual se requiere la descripcion
y el ulterior modelado que ésta supone.

Ejercicios propuestos

Ejercicio N°3- Dar ejemplos de sistemas:
a) estaticos y dindmicos

b) continuos y discretos

¢) deterministicos y estocasticos.

Ejercicio N°4- Segun la siguiente descripcion indicar entidades, atributos, actividades y tipo
de sistema:

“Aun puerto llegan barcos que atracan junto a un muelle si esta disponible; en caso contrario,
esperan hasta que se libere uno. Los descargan varias cuadrillas de trabajo cuyos tamafios
dependen del tonelaje de la nave. Una bodega contiene una nueva carga para el barco. Se
carga el barco y luego se hace a la mar.”

Ejercicio N°5- Se desea agregar una nueva ruta de colectivo en la ciudad y el director de
transporte debe determinar con cuantos colectivos adicionales hay que contar para ello.
(Cuales son los atributos fundamentales de pasajeros y colectivos a tener en cuenta?



II- El Modelo de Programacion Lineal
I1.1 Descripcion y Ejemplo

El modelo de programacién lineal busca optimizar una expresion funcional de
caracter lineal sujeta a restricciones representadas por inecuaciones que también son lineales.
A efecto de comprender esta definicion se proporciona ahora un ejemplo en el cual el modelo
se aplica.

Ejemplo 1:

Una muebleria fabrica mesas en dos tipos de madera de distinta calidad. En un
sector de la fabrica se corta la madera y en otro se la ensambla y lustra. En el sector de corte
se dispone semanalmente de 3m* de madera de pino y 8m? de madera de roble para la
fabricacion de mesas mientras que, el sector de lustrado y ensamble, puede destinar al mismo
fin 10 hs. a la semana. Se sabe que cada mesa de pino requiere 1 m? de madera y 2 horas de
lustre mientras que una mesa de roble insume el mismo tiempo de lustrado, pero utiliza 2 m?
de madera. Expresadas en cientos de pesos se dan a continuacion las ganancias que se
obtienen por cada mesa de pino y por cada mesa de roble: 1 (es decir 100 pesos) y 3 (es decir
300 pesos) respectivamente. Se desea establecer entonces un plan de produccioén semanal que
maximice las ganancias.

Este es un tipico problema de programacion lineal. El primer comentario debe
ser acerca de la naturaleza de los enunciados. En efecto, al plantear un problema hay una
serie de datos, condiciones y restricciones que se expresan en el detalle del mismo con toda
claridad. Por ejemplo, es muy claro que la ganancia por cada mesa de roble que se venda es
de 300 pesos. Sin embargo, el enunciado nada dice sobre la cantidad de mesas de roble que
se podrian vender a la semana lo cual, dado el contexto del problema, puede resolverse
asumiendo como verdadera la hipdtesis de que habran de venderse todas las que puedan
fabricarse y por lo tanto no hay limitacién que surja de la demanda para la fabricacion
semanal. Estd claro que esta es simplemente una hipdtesis, pero también que queda
logicamente fundamentada por la ausencia de una restriccion de ventas por semana en el
enunciado del problema. En conclusion; los enunciados no suelen decirlo todo acerca de un
problema y por lo general dejan un espacio que necesita ser llenado por la aceptacion
implicita de hipdtesis o, en un caso real, por la verificacion de las mismas.

Al continuar con el analisis del enunciado y tratar de llevar el planteo del problema
a formulas matematicas, se observa que surge claramente la proporcionalidad directa entre
las ganancias por mesa de cada tipo y la ganancia por el total de mesas del mismo tipo. Por
otra parte, es claro también que el nimero de mesas de roble y el nimero de mesas de pino a
fabricar semanalmente, determinaran con esa proporcionalidad directa, la ganancia semanal
total y que lo que se intenta es establecer que cantidad de un tipo y de otro fabricar, de acuerdo
a las limitaciones de recursos imperantes, para obtener la mayor ganancia. En términos
matematicos:

Maximizar z=ux, +3x, Esta expresion es lo que usualmente se denomina la funcional

objetivo y en ella x, representa la cantidad de mesas de pino a fabricar y x, la cantidad de
mesas de roble a fabricar que producen seglin sus valores una ganancia total z.

Se observa, ademas, que también para las restricciones aparece la proporcionalidad
directa entre el nimero de unidades de cada tipo de mesa que se fabrique y la cantidad de



cada recurso que ello insuma. De tal forma las llamadas restricciones por limitacion de
recursos son las siguientes inecuaciones lineales:

x; £3  Restriccion por limitacion del recurso madera de pino
2x, <8 Restriccion por limitacion del recurso madera de roble
2x, +2x, <10 Restriccion por limitacion del recurso horas de lustre disponibles.

Ademas hay otro tipo de restricciones obvias para el lenguaje usual: las cantidades
de mesas a fabricar x; y x, deben ser positivas o cero. Matematicamente esto hay que
expresarlo para que la solucion del problema no conduzca a valores absurdos o imposibles.
Son estas las llamadas restricciones de no-negatividad de las variables. Asi se tiene:

x; 20y x, 20 Restricciones de no-negatividad.

En suma, el problema planteado tiene como expresion matematica el conjunto de
relaciones:

Maximizar z =x, +3x,

Sujeto a:

x <3

2x, <8

2x, +2x, <10
con x20yx,20

Todas las expresiones resultan de tipo lineal y el problema asi planteado es hallar
el maximo valor posible para z cumpliendo con las restricciones de las variables x; y x,. Se

dice entonces que la solucion se hallaré aplicando el modelo de programacion lineal.
I1.2 Resolucion Grafica

El problema planteado puede en este caso resolverse graficamente utilizando un par
de ejes coordenados cartesianos para representar la region de valores admitida para las
variables x, y x,. Esta es la region de soluciones factibles establecida por las distintas

inecuaciones que expresan las restricciones del problema. Al dar valores crecientes a z
quedan determinadas distintas rectas que atraviesan la region. Si el problema tiene solucion
una de ellas correspondera al valor maximo de z intersectandose, en al menos un punto
vértice, con la region factible como se muestra en la Grafica 1.



Grafica 1.
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En a) la recta trazada corresponde al valor
de z=3. Todos los puntos de la zona sombreada,
en particular por ejemplo (0,1) y (3,0), son
entonces soluciones posibles del problema,
aunque no Optimas. En b) se ha desplazado la
recta de ganancias haciendo crecer las mismas al
valor z = 9. Finalmente, en c) se ha alcanzado el
maximo valor de z compatible con una solucion
que por estar en la zona factible cumple con todas
las restricciones del problema. Hay que observar
que esta solucion Optima se presenta en un punto
vértice del conjunto de soluciones posibles. Se
concluye que la maxima ganancia semanal
posible es de 13 cientos de pesos (1300 pesos)
que se obtendra al fabricar 1 mesa de pino y 4 de
roble.



I1.3 Generalizacion

De forma general el modelo de Programacion Lineal incluye los siguientes
elementos:

1- Una funcional objetivo, de carécter lineal en cada una de las variables de interés. Esta
funcional es en realidad una familia de funciones. Obsérvese que en el Ejemplo 1
cada valor de z se correspondia con una recta distinta pero paralela a todas las de la
familia. Esta funcional debe ser “optimizada”, es decir maximizada o minimizada
segun el problema a resolver. Es claro que, si intervienen solamente dos variables de
interés como ocurre en el Ejemplo 1, entonces un procedimiento grafico andlogo al
descripto bastard para hallar la solucion. Sin embargo, en los problemas reales
muchas veces el nimero de variables se eleva a decenas o centenas lo que torna
imposible el tratamiento grafico.

2- Un conjunto de restricciones por limitacion de recursos representadas por expresiones
de caracter lineal. En el caso del Ejemplo 1, éstas contenian el simbolo < pero podrian
también haber contenido los simbolos >, =, < 0 > Estas restricciones colaboran para
determinar la region de soluciones factibles que es un subconjunto de la dimension
geométrica que corresponda al nimero de variables involucradas.

3- Las restricciones de no negatividad que podran, o no, figurar en las condiciones del
problema si las variables no pueden tomar valores negativos.

En el caso de que el numero de variables sea mayor que dos, la resolucion del
problema no podra efectuarse graficamente y habra que aplicar algiin procedimiento
algoritmico para hallar la solucion. Un algoritmo de tal tipo se estudiara en breve pero,
mientras tanto, obsérvese que en el Ejemplo 1 hay que maximizar la funcion objetivo con
restricciones de < cuyos segundos miembros son positivos, y las variables deben ser ademas
no negativas. Este tipo de expresion del problema de Programacion Lineal se denomina
convencionalmente forma estandar y constituye el punto de partida para la confeccion del
algoritmo.

En formulas entonces el modelo estandar se expresa:

Z = 27]?=1 CiXj [MAX]

Z;-l=1 Clinj < bi i=1,2...,m

x, 20 j=12.n

J
I1.4 E1 Método Simplex.
11.4.1 Comentario Introductorio.

Existen dos métodos de calculo de la solucion oOptima al problema de
programacion lineal que han resultado suficientemente probados desde el punto de vista
matematico y confiables desde la dptica computacional. El procedimiento mas conocido es
el algoritmo simplex que surgi6 en los comienzos de la Investigacion Operativa y es el que
se desarrollara a continuacion. El otro método, también eficiente, es el llamado algoritmo de
Karmarkar, matematico de origen hindu que lo desarroll6 alrededor de 1980 trabajando para



los laboratorios Bell de EEUU. Ambos métodos buscan la solucion 6ptima probando en cada
iteracion con una solucion factible perteneciente al conjunto de dichas soluciones, aunque lo
hacen de formas conceptualmente distintas. El Simplex trabaja recorriendo vértices mientras
hace crecer le valor z de la funcional objetivo, realizando un nimero de cuentas que crece
exponencialmente con la cantidad de coeficientes y variables del problema. El algoritmo de
Karmarkar, de mayor complejidad matematica, trabaja yendo desde el centroide del conjunto
convexo de soluciones factibles hacia el 6ptimo, con un crecimiento polinomial del niimero
de operaciones necesarias en relacion con la cantidad de datos y variables involucradas. Por
esa razon para problemas de gran tamafio, resueltos en general mediante supercomputadoras,
el método de Karmarkar es mas eficiente, aunque para aplicaciones mas comunes el Simplex
resulta muy apropiado y requiere menos conocimiento matematico para su aplicacion certera.

La region de soluciones factibles tiene la importante caracteristica matematica de
ser convexa y puede probarse que si existe al menos un punto que produce el 6ptimo de la
funcional objetivo, este se encontrara en un punto vértice del conjunto convexo de soluciones
factibles. Estos aspectos matematicos y las demostraciones correspondientes a los diferentes
pasos del algoritmo simplex que se expondra a continuacion, se basan en la teoria de espacios
métricos y en resultados del algebra lineal. Aqui solo se detallaran los pasos del
procedimiento y la forma mnemotécnica de efectuar el calculo dando simplemente una idea
intuitiva de su justificacion.

El método simplex es aplicable sin importar, al menos en teoria, el numero de
variables y de restricciones que posea el problema. En este aspecto la limitacién vendra dada
unicamente por la velocidad de calculo y capacidad de almacenamiento de la computadora
que se utilice, aunque esta claro que, los avances de la tecnologia de procesadores han
permitido una creciente ampliacion de esas cantidades.

El procedimiento simplex se aplica sobre la forma del problema que se ha
adoptado convencionalmente como estandar. Aqui tal forma requiere maximizar la funcional
objetivo, de acuerdo a restricciones de menor o igual con segundos miembros positivos y
variables no negativas. Cualquier cambio en esas condiciones iniciales del problema, como
por ejemplo resultaria por tener que minimizar, por ser de igualdad o de mayor o igual o de
menor algunas o todas las restricciones, por ser negativo algin segundo miembro, o por
aceptarse valores negativos para algunas de las variables, requerird adaptacion a la forma
estandar por medio de transformaciones matematicas como se vera mas adelante. El
algoritmo trabaja en el sentido de hacer crecer el valor de z desde estas condiciones estandar
por lo cual, si alguna de ellas no se presenta, es necesario realizar previamente
transformaciones algebraicas para reestablecer la naturaleza estandar del problema. Por
supuesto estas condiciones estandar son arbitrarias y podrian tomarse otras, pero en tal caso
los pasos del algoritmo también debieran variar para que se produjera la busqueda de un valor
Optimo para z.

A efecto de ilustrar adecuadamente los distintos pasos del calculo se utilizara el
problema planteado en II-1 Ejemplo 1:



Maximizar z = x; + 3x,

Sujeto a:
X, <3
2x, <8
2x, + 2x, <10
con x=20yx, =20

El procedimiento requiere llevar el problema a la forma de un sistema lineal. Para
ello se dispone la funcional objetivo colocando todas las variables en el mismo miembro de
la igualdad y las inecuaciones se transforman en ecuaciones lineales agregando una variable
de holgura que se supone tomara los valores necesarios para transformar las desigualdades
en igualdades en cada caso. Siendo ademas que las variables originales seran no negativas es
inmediato que lo mismo tendra que ocurrir para las variables de holgura incorporadas.

De acuerdo a esto el sistema queda:

Maximizar z tal que:

Z— X1 — 3%, =0
X1 + x3 =3
2x, + x4 =8

2xq + 2x, +x5 =10

x>0 i=12345

Las variables x3, x4, X5 son las de holgura que representan lo que falta a cada
inecuacion para transformarse en igualdad.

El sistema que ha resultado tendrd un conjunto de soluciones que incluiran valores
para z y para cada x; del tipo (z, X1, X2, X3, X4, X5). De ser este conjunto no vacio el algoritmo
buscara entonces una de la o las soluciones que correspondan al maximo valor posible de z.

11.4.2 Algoritmo Simplex

A partir de una expresion del tipo de la indicada en I1.4.1 comienza entonces la
aplicacion del procedimiento simplex en el cual pueden distinguirse tres pasos. A efectos de
ordenar apropiadamente el calculo estos pasos se expresan en un cuadro. Se utiliza aqui el
sistema resultante del Ejemplo 1 para introducir tal metodologia.



1- Paso Inicial

Variables | Numero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de de Z deX; |deXy |deX3 |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

4 0 1 -1 -3 0 0 0 0

X3 1 0 1 0 1 0 0 3

X4 2 0 0 2 0 1 0 8

Xs 3 0 2 2 0 0 1 10

En este paso inicial se supone que las variables x1 y X2 que interesa conocer son no
basicas y por tanto su valor es 0. Entonces la tabla expresa en forma directa una solucion del
sistema que tiene en cuenta esos dos valores. En efecto:

z—0-3.0 =0
0 + X3 =3
2.0 + X4 = 8
2.0+20 + X5 =10

El vector (x1, X2, X3, X4, X5) = (0,0,3,8,10) y z = 0. Esta es una solucion del sistema
planteado, aunque no necesariamente la 6ptima. Para saber si lo es 0 no se aplica entonces el
paso 2-.

2- Detencion del procedimiento

Se inspecciona el renglon 0 para determinar si existen coeficientes de x; (en este caso
parai=1, 2, 3,4, 5) con signo negativo. Si esto ocurriese habrd que seguir con el paso 3-.
Pero si todos los coeficientes de las x; resultan positivos o cero entonces la solucion calculada
es la Optima. La razon de esta regla es que un coeficiente negativo en cualquier x; resultara
para z en un valor menor del que adoptaria si ese mismo coeficiente fuese 0 o mayor pues
xi> 0.

El cuadro inicial muestra que los coeficientes de x1 y X2 en el renglon cero son -1 y
-3 respectivamente por lo cual se debe continuar con el paso 3-.

3- Iteracion

La iteracion para hallar una nueva solucion comprende a su vez los tres pasos
siguientes:
1) Identificacion de la columna pivote
1) Identificacion de la fila pivote
i) Determinacion de un sistema equivalente e identificacion de una nueva
solucion dentro del conjunto factible.



Estos tres pasos se basan en conocidas propiedades de los sistemas de ecuaciones
lineales en los cuales ciertas operaciones entre filas llevan a sistemas equivalentes que tienen
el mismo conjunto de soluciones. En efecto es posible multiplicar una fila por un escalar para
reemplazar la original, sumar dos filas para reemplazar una de ellas por la fila suma o
intercambiar el orden de las filas, sin que varie el conjunto de soluciones, aunque cambie la
formulacion del sistema. En el caso del algoritmo simplex esto lleva a hallar otras soluciones
factibles y por consiguiente nuevos valores de z que, si existe solucion dptima, convergeran
a un maximo luego de algunas iteraciones.

1) Identificaciéon de la columna pivote.

Existen razones matematicas por las cuales conviene elegir como columna pivote
aquella que posee el coeficiente negativo de mayor valor absoluto (es decir el menor valor
negativo) en la fila correspondiente a la ecuacidon 0, pero intuitivamente se aprecia que un
coeficiente negativo menor (es decir de mayor valor absoluto) podria restar mas al valor de
z que uno mayor (de menor valor absoluto). Con este criterio se elige entonces la columna
pivote como se ve en el cuadro simplex de mas abajo.

ii) Identificacion de la fila pivote.

Para elegir la fila pivote se efectuan los cocientes entre los segundos miembros y sus
correspondientes elementos en la columna pivote solo cuando estos son estrictamente
positivos (es decir no negativos ni 0). La fila para la cual este cociente resulte minimo sera
la elegida porque sefala a la variable que menos contribuira al valor de z.

Los pasos 1) y ii) de la iteracion se ilustran en el siguiente cuadro:

Variables | Nimero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de de Z deX; |deX> |deXs3 |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

V4 0 1 -1 0 0 0

X3 1 0 1 1 0 0 3

Xs 3 0 2 0 0 1 10

(10/2=5)

Hasta aqui resulta entonces que la columna de coeficientes de x»; ha sido elegida
como columna pivote y esa variable tendra que entrar como bdsica pues su valor resulta
importante para el crecimiento de z, mientras que la fila pivote corresponde a la variable x4,
siendo entonces que ésta pasara a ser no basica pues es la que menos contribuye a aumentar
el valor de z.

1i1)  Determinacion de un sistema equivalente e identificacion de una nueva solucion
dentro del conjunto factible.



Para mostrar esto ultimo debemos transformar el sistema en uno equivalente que
tenga el mismo conjunto de soluciones, pero que evidencie una nueva y distinta que la hallada
en la anterior iteracion, con un valor de z mayor o a lo sumo igual que el anterior. Para ello
entonces operamos con las ecuaciones de la siguiente forma:

(Ecuacioén 2)/2->Nueva Ecuacion 2

Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo
de Z deX; |deXs |deXs |deXs |DeXs | Miembro
02=0 |[0/2=0 [2/2=1 |0/2=0 |1/2 0/2=0 | 8/2=4 Nueva Ecuacion 2 |

Con la Nueva Ecuacion 2 pivoteamos para obtener todas las nuevas ecuaciones:

[(Ecuacion 0) + 3x(Nueva Ecuacion 2)]->Nueva ecuacion 0

Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

de Z de X; |deXs |deXs |deXs |DeXs | Miembro

1 -1 -3 0 0 0 0

0x3 0x3 1x3 0x3 (2)x3 | 0x3 4x3

1 -1 0 0 3/2 0 12 Nueva Ecuacion 0 |

(Ecuacion 1) -> Nueva Ecuacion 1

Aqui no se requiere pivoteo pues ya esta en 0 el coeficiente de la celda

[(Ecuacion 3) + (-2)(Nueva Ecuacion 2)] -> Nueva Ecuacion 3

Coef. Coef. Coef. Coef. Coef. Coef. Segundo
de Z de X1 [deX2 |deX3 |[deX4 |DeX5 | Miembro
0 2 2 0 0 1 10
0 0 1x(-2) |0 (2)x(- |0 4x(-2)
2)
0 2 [0 0 -1 1 2 Nueva Ecuacion 3 |

Como la variable x4 sali6 del cuadro como no bésica, es decir adoptando valor 0, y la variable

x2 entrd al cuadro como basica queda los siguiente:

Variables | Numero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de de Z deX; |deX> |deX3 |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

4 0 1 -1 0 0 3/2 0 12

X3 1 0 1 0 1 0 0 3

X2 2 0 0 1 0 1/2 0 4

X5 3 0 2 0 0 -1 1 2




Esto quiere decir que el nuevo valor de z es z=12 pues teniendo en cuenta que x1=0y x4=0,
se tiene que la ecuacion correspondiente al renglon de coeficientes es:

1Xz+ (1) X0+0X2x, +0Xx; +2X0+0X x5 =12 es decir, z=12.

Calculando asi surge que el vector de solucion que representa el punto hallado en la region
de soluciones es:
(x1, X2, X3, X4, X5)= (0,4,3,0,2) que realiza un valor 12 para la variable objetivo z.

Al aplicar la regla de detencion se ve que hay un coeficiente en el renglén 0 que es negativo
por lo cual habra que realizar una nueva iteracion para llegar al Optimo. Las filas y columnas
pivotes quedan entonces identificadas como sigue:

Variables | Numero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de de Z deX; |deX; [deX; |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

Z 0 1 -1 0 0 32 0 12

X3 1 0 1 0 1 0 0 3/1=3

X2 2 0 0 1 0 1/2 0 4

Xs 3 0 2 0 0 -1 1 2/2=1min

Aplicando las distintas etapas del paso iterativo resulta al terminar esta segunda iteracion el
cuadro:

Variables | Nimero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de de Z deX; |deX:; |deXs |deXs |DeXs | Miembro
Ecuaciéon

Z 0 1 0 0 0 1 1/2 13

X3 1 0 0 0 1 1/2 -1/2 2

X2 2 0 0 1 0 1/2 0 4

X1 3 0 1 0 0 -1/2 1/2 1

La solucidn hallada es ahora:

(x1, X2, X3, X4, X5y = (1,4,2,0,0) con z=13. Se observa que ademas este es el valor optimo a
alcanzar pues no quedan negativos en el renglon 0 y por lo tanto el procedimiento debe
detenerse al no poder hallar mayor valor para z. Como era de esperar la solucion hallada al
usar el algoritmo simplex coincide con la hallada graficamente en I1.2.

Todo este calculo no nos debe hacer perder de vista lo que estibamos buscando. El
fabricante debera construir una mesa de pino y cuatro de roble semanalmente para maximizar
su ganancia que sera de que sera de 1300 $. Que la variable x3 haya quedado en 2 al hallar el
6ptimo significa que sobran 2 m? de madera de pino cada semana.



I1.5 Tratamiento de Formulaciones No Estandar
11.5.1 Formulaciones No Estandar

En oportunidades puede ocurrir que el problema se exprese sin atenerse a la
formulacion estandar. Por ejemplo; que la funcional objetivo deba minimizarse. O, que las
restricciones se expresen por igualdades o mayores. O que las variables puedan adoptar
valores negativos. En todos estos casos si se aplicara directamente el algoritmo simplex, éste
no llevaria al 6ptimo buscado porque esta construido para hacer crecer el valor z hasta un
maximo, a partir de restricciones de menor o igual, con segundos miembros positivos y
variables no negativas. Cualquier alteracion de estas condiciones llevaria el calculo iterativo
a valores de z que no serian los buscados. Asi, resulta necesario reformular el problema en
los términos algebraicos iniciales estandar para que el Simplex trabaje adecuadamente.

1- Restricciones de igualdad

Supongamos que, en nuestro ejemplo original II.1, toda la madera de roble disponible
debiera ser obligatoriamente consumida en la produccion semanal. En ese caso la ecuacion
que simboliza la restriccion por limitacion del recurso quedaria:  2x, = 8
No puede agregarse una variable de holgura a esta ecuacion pues su valor constante seria 0.
El algoritmo no funcionaria adecuadamente en esta situacion precisamente porque faltaria
una variable. El camino para resolver esto es agregar una variable artificial a todo el
problema, pero de forma tal que si esa variable fuera distinta de 0 la funcional estuviera lejos
de alcanzar el maximo. Considerando entonces M un niimero positivo muy grande, fuera de
la escala de todos los coeficientes del problema, el sistema a resolver quedaria:

Z—x1—3x, + Mx, =0
X1+ X3 =3
2x, + X, =28

2x1 + 2x, + x5 = 10

x120 x220 X320 f420 X520

X4 es una variable artificial positiva que debe ser 0 en el momento de alcanzar la solucion
pues no representa a ninguna cantidad de recursos real ni a las variables de interés x;0 x,.
Solo es una ayuda para el calculo. Su disposicion y su signo en el sistema de ecuaciones de
arriba deviene de considerar su agregado en la funcional objetivo

Z=x1+x, —MXx,

Cuando x, positiva es distinta de 0 y es multiplicada por M, un valor positivo que se supone
tan grande como se necesite, el valor de z no puede ser maximo. De modo que debera hacerse
0 cuando el maximo se alcance. Es decir, a lo sumo en la altima iteracion del simplex habra
“salido como no bésica”.

El cuadro simplex inicial quedara:



Variables | Numero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de deZ |deX: |[deX; |deX; |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

Z 0 1 -1 -3 0 M 0 0

X3 1 0 1 0 1 0 0 3

X4 2 0 0 2 0 1 0 8

Xs 3 0 2 2 0 0 1 10

A partir de aqui la resolucion sigue los mismos pasos del procedimiento Simplex ya indicados
teniendo siempre en cuenta el valor grande que adopta M tanto cuando se suma como cuando

se resta.

2- Restricciones de mayor o igual

Supongamos ahora que 2x, > 8. En tal caso, a efecto de transformar la inecuacion
en una de menor igual, podemos multiplicar ambos miembros por -1. Obtenemos entonces
—2x, < —8. Ahora agregamos una variable de holgura para obtener la igualdad: —2x, +
x4 = —8. Pero a efecto de no considerar un segundo miembro negativo tenemos que
multiplicar por -1. Obtenemos entonces la nueva igualdad
2x, — x4, = 8 que precisamente requiere la incorporacion de una variable artificial como en
1- Es decir; 2x, — x4 + X5 = 8. Nuestro sistema de ecuaciones queda ahora:

Z—x1—3x2+

X120 .X'ZZO

X, +

X3
2x, +
2x1 + 2x, +

M7y

X4 +

Xs

X320 x,20%x2>20 x4=0

A partir de aqui se construye el cuadro simplex inicial:

Variables | Nimero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de deZ |deX; |deX: |[deXs |deXs |deXs | deXe | Miembro
Ecuacion

Z 0 1 -1 -3 0 0 M 0 0

X3 1 0 1 0 1 0 0 0 3

X4 2 0 0 2 0 1 1 0 8

X6 3 0 2 2 0 0 0 1 10

Y esto se resuelve por el procedimiento Simplex usual

3- Minimizacion

El principio aplicado para minimizar es sencillo. La idea consiste en transformar
el problema de minimizacién en uno equivalente de maximizacion. Es decir; buscar el
minimo de z resulta igual que buscar el maximo de —z. De acuerdo a esto si se tratara de




minimizar la funcional del problema original planteado en II.1 habria que formalizar el
sistema de ecuaciones como sigue:

Maximizar —z = —x; — 3x,
Sujeto a:
x, <3
2x, <8
2x, +2x, <10

> >
con xl_nyz_O

El sistema de ecuaciones queda entonces:

-z+x1+ 3% =0
X1 + X3 =3

2X2 + X4 = 8

2x1+ 2x2 + X5 =10

xi >0 1=1,2,3,4,5

Y el cuadro simplex inicial:

Variables | Nimero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de de Z deX; |deX; |deXs |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

4 0 -1 1 3 0 0 0 0

X3 1 0 1 0 1 0 0 3

X4 2 0 0 2 0 1 0 8

Xs 3 0 2 2 0 0 1 10

Aqui se obtiene la primera solucion factible (x1, x2, x3, x4, x5) = (0,0,3,8,10) y z= 0. Al aplicar
laregla de detencion se observa que se ha alcanzado el Optimo pues no hay ningtn coeficiente
negativo en el renglon 0. Esto es razonable pues las variables son todas no negativas y la
region de soluciones factibles contiene al punto (0,0) segiin se ve en la Grafica 2 que se
presenta a continuacion. Cabe aclarar que el signo negativo del coeficiente de z no es tenido
en cuenta pues se trata de la variable a optimizar.



Grafica 2

Si en la misma direccién de paralelismo
se desplaza la recta roja punteada de modo que
decrezca el valor de z, se llegard a una recta que
4 intersecte en el vértice (0.0) a la zona sombreada
de soluciones factibles. Por lo tanto, alli se hallara
el valor z=0 que es la minimizacioén buscada. No

xl

. siempre, por supuesto, se alcanzara la
i minimizacion tan facilmente pues en los casos que
1 el vértice nulo no pertenezca a la region de
0 \ soluciones factibles puede requerirse la

0 llﬂ Fg%L}xo:o . realizacion de pasos iterativos segin el signo de

las inecuaciones que la definan.
4- Variables negativas

Si no se cumplen las restricciones de no negatividad se pueden presentar dos
Casos.
a) La variable esta acotada inferiormente
x; = L; conL; <0 En este caso se reemplaza la variable en cuestion teniendo en cuenta
que si x; =x; —L; entonces x’; = 0. El reemplazo serd entonces x; = x'; + L;. Por

ejemplo, si en nuestro problema consideramos L; = —4 resultaria el siguiente planteo.
Maximizar z = x"; — 4 + 3x,
Sujeto a:
x1—4<3
2x, <8
2(x'1 —4) +2x, <10
con xX120yx, 20

Una vez maximizada esta funcional para calcular el valor de la variable original x;bastara
hacer x; = x'; — 4.
b) La variable no esta acotada

Estoes —oo < x; < oo, La cuestion aqui es considerar dos variables positivas x; = 0y x™"; =
0 de modo que resulte x; = x”"; — x"; y asi representar adecuadamente todos los valores
posibles de x;. Es decir en el planteo del problema corresponderd hacer ese reemplazo al
inicio y resolver segtin el procedimiento simplex usual, cuidando de que al terminar se calcule
el valor de x; a partir de los valores hallados para las variables auxiliares.

I1.6 Sensibilidad y Dualidad
I11.6.1 Introduccion

Con el cuadro simplex final a la mano, se tiene la suficiente informacion no solo
sobre la o las soluciones que producen el 6ptimo de la funcional lineal, sino también sobre
como calcular el efecto de la modificacion de algin recurso sobre esa solucion y sobre el
valor optimo hallado. Esos calculos constituyen el llamado analisis de sensibilidad. Por otro



lado, la teoria matematica de dualidad a veces resulta muy util a efecto de resolver problemas,
llamados duales, que tienen significacion real en la actividad de un sistema modelado en
términos de programacion lineal. Ocurre que al calcularse la solucion 6ptima de un problema
de este tipo se obtiene también la solucioén dptima de otro llamado su dual.

11.6.2 Sensibilidad

Realizar un analisis de sensibilidad significa, en general, estudiar la respuesta de un
modelo en funcidn de pequenas modificaciones en sus parametros. En el caso del modelo de
programacion lineal hay involucrados tres tipos de parametros: los coeficientes de costos (o
de beneficios) que multiplican a las variables en la funcional lineal objetivo, los segundos
miembros de cada una de las inecuaciones que dan cuenta de la limitacion de recursos y los
coeficientes que en cada restriccion indican cuantas unidades del recurso se requieren por
cada unidad de las variables de interés. Nos concentraremos en la variacion de los recursos
que suele ser el punto mas importante de este analisis. El cuadro simplex final contiene toda
la informacion necesaria para realizar este estudio seglin a continuacion veremos.

1- Precio sombra

Un incremento (o decremento) de alguno de los recursos altera seguramente el valor
optimo hallado. Hay basicamente dos tipos de situaciones que pueden presentarse: esa
variacion altera el valor 6ptimo, pero no los coeficientes hallados para el renglon 0 del cuadro
simplex final que lo realiza, o también los modifica. Analizaremos ahora el primer caso. La
Grafica 3 muestra la solucion alcanzada para el problema original planteado en II.1
Grafica 3

<N Supongamos ahora que el
recurso 2, m”> de madera de roble, aumentara
en una unidad. Es decir que hubiera
L disponibles 9 m? de madera de roble. El
s problema quedaria formulado ahora:
2 Maximizar z = x; + 3x,
Sujeto a:
2 1 x <3
; 2x, <9
' 2x, +2x, <10
00 . > 3 =1 con x1=20yx,=20



QGrafica 4
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limitacion de ese recurso 2.

La Gréfica 4 muestra como varia la
region de soluciones factibles y cudl es el
nuevo vértice que realiza un nuevo dptimo.
Resulta z = 14 y el punto que realiza ese
valor es el vértice (0.5,4.5). Mas alla de que
sea inviable fabricar media mesa de pino y
cuatro mesas y media de roble esta claro que
al aumentar en una unidad el recurso 2 la
funcional objetivo alcanza un Optimo
incrementado en 1 (100 pesos). En realidad,
eso resulta anunciado en el renglon 0 del
cuadro simplex final del problema original,
en la columna correspondiente a la variable
de holgura agregada a la restricciébn por

Variables | Numero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Baésicas | de de Z deX: |[deXo |deX3 |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

Z 0 1 0 0 0 1 1/2 13

X3 1 0 0 0 1 1/2 -1/2 2

X2 2 0 0 1 0 1/2 0 4

X1 3 0 1 0 0 -1/2 1/2 1

r oy 1
En efecto, este renglon 0 expresa la ecuacion z + 1x, + S X5 = 13 quecomox, =0y x5 =

0 por ser no bésicas es directamente z = 13. Sin embargo, si dado este valor de z, el recurso
2 aumenta en 1, la variable de holgura valdria x, = 1 pues, segun lo indica la restriccion
asociada, solo se gastaria 2x, = 2 X 4 =8 y sobraria (holgaria) la unidad agregada del
recurso. Por lo tanto, el nuevo valor de z se debe calcular como la suma del anterior mas
1x, = 1 resultando z = 14. En sintesis; se llama precio sombra, o costo de oportunidad, al
valor del coeficiente de la variable de holgura correspondiente al recurso incrementado (o
decrementado). Este precio sombra representa cuanto varia la funcional objetivo cuando el
recurso varia en una unidad. Est4 claro entonces que si se aumenta en 2 m? la cantidad de
madera de roble disponible, debiera calcularse el nuevo valor de z segiin 13 + 1 X 2 = 15.
En este caso la solucion encontrada tendria sentido factico pues, como se ve en la Grafica 5,
corresponderia fabricar 0 mesas de pino y 5 mesas de roble.



QGrafica 5
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=15 (0.5)

2- Sensibilidad segun los recursos disponibles

(Hasta cuanto puede aumentarse, o decrementarse, un recurso sin que varien las
condiciones del problema? Es facil averiguar esto a partir del cuadro simplex final. Como se
ve a continuacion la zona sombreada del cuadro final de nuestro ejemplo presentado en II. y
2, da cuenta de todas las transformaciones que el sistema original ha sufrido en las iteraciones
hasta que se arribd a una solucioén O6ptima. Si se quisiera introducir una variacion A en algin
recurso, resultaria sencillo calcular que rango de valores podria tener de forma que el 6ptimo
pudiera seguir siendo calculado desde el cuadro final obtenido.

Variables | Numero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Bésicas | de deZ deX: |[deXo |deXs |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

V4 0 1 0 0 0 1 0 13

X3 1 0 0 0 1 1/2 -1/2 2

X2 2 0 0 1 0 1/2 0 4

X1 3 0 1 0 0 -1/2 1/2 1

Para fijar ideas supongamos que queremos averiguar el rango de variacion posible para el

3
recurso 2. Si en el problema original teniamos el vector columna [8] de términos
10

independientes las transformaciones sucesivas del sistema aplicadas sobre ellos resultan:



8 10

1Y, -1z, 3ty % ,
8

o 1, o0 [8]: 3 =H

o -1/, 12|10 8 10|
277 |

que es la solucion hallada.
Sin embargo, si ahora se incrementara el segundo recurso en una cantidad A se tendria que
la solucion quedaria expresada en funcion de esta cantidad. Es decir;

. 8F8 107 [ A

oY, -2, * R 2

lo 1/ 0 [|s+a]|= — =|4+5
lo -1, 1/2J 10 8+a 10| |

2 21 P72l

Cada componente del vector columna de la derecha sera el valor de cada una de las variables
X3, X2 ¥ X1 respectivamente, y tal valor debera ser mayor o igual que 0 porque se ha partido
de que las variables son no negativas. Siendo asi el rango de valores admisible para A se
calculara a partir de las inecuaciones:

2+ % >0,4+ % >0y1 —% = 0 que respectivamente arrojan

A= —4,A> -8y A< 2.

Entonces las tres desigualdades se cumplen para el rango de valores —4 < A< 2. Esto quiere
decir que si se dispone entre 4 y 10 m? de madera de roble los costos marginales seran los
mismos y el valor del 6ptimo fluctuara entre 900 y 1500 pesos. Por supuesto las mesas de
roble que sera posible fabricar dependeran del valor del recurso m? de madera de roble
disponible.

I1.6.3 Dualidad

Todo problema de programacion lineal tiene asociado, en términos matematicos, otro
problema que se denomina dual. Al plantear el problema que podemos llamar primal,
implicitamente estamos también formulando su problema dual. Pero ademés cuando
empleamos el procedimiento simplex en realidad estamos resolviendo ambos y la solucién
del problema de programacion lineal dual también aparece en el cuadro correspondiente a la
iteracion final del algoritmo.

Comencemos por dar una formulacién general del problema primal. La expresion



[Max] z=Y",c;x; con
i=1

a1t A\ /% b,
: : N 4 y
Am1  ° Amn Xn bn
Xi >0Vi= 1,...,7’1
simboliza en forma matricial el problema:

[Max] z = cix1 + cpxy + -+ + X, con

a11x1 + b alnxn S bl

Ama1X1 + 0 A Xp < bm y

En este problema suponemos que cada c; es un coeficiente de costo (o beneficio) , que cada
a;j es la cantidad de recurso j-¢simo que insume una unidad de cada variable x;, que las
cantidades son tales que b; > 0 y que las variables son no negativas. Es un problema de

programacion lineal dado en forma estandar que denominamos ahora problema primal.
Definimos el problema dual como sigue:

[min] yo =Xj.;by; con
ai1 t Qin

V1 - Ym)| : >(€1 - Cp) y
Am1 " Qmn

Construyamos ahora el problema dual del ejemplo de I1.1 con el que venimos trabajando.

Problema Primal Problema Dual
[Max] z = x; + 3x, [min] vy, =3y; + 8y, + 10y;
X1 <3 v+ 2y =1
2x, <8 2y, +2y3 =3
2x, +2x, <10 120,y 20¢e y3;20

x, 20 y X2 >0
El algoritmo al mismo tiempo que arriba al valor z méximo, llega al minimo de yo. Es decir;
Max z = min yo Ademads en el cuadro simplex final del problema primal encontramos los

valores de las variables del dual que realizan el minimo. Estos valores de las variables duales
yj no son otra cosa que los coeficientes de las variables de holgura en el renglon 0 del cuadro.



Variables | Nimero | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Coef. | Segundo

Basicas | de deZ deX; |deX; |deXs |deXs |DeXs | Miembro
Ecuacion

Z 0 1 0 0 0 1 1/2 13

X3 1 0 0 0 1 1/2 -1/2 2

X2 2 0 0 1 0 1/2 0 4

X1 3 0 1 0 0 -1/2 1/2 1

Porlotanto y; =0,y, =1 e y; = 1/2 que minimizan la funcional objetivo del dual
Yo=3X0+8x1+10x-=13

En suma, los precios sombra son las soluciones del problema dual. La teoria matematica de
dualidad tiene sus complejidades, pero a efecto de nuestra exposicion solo nos interesara su
aplicacion en algunos casos, como veremos mas adelante.

I1.7 Problemas Especiales
I1.7.1 Introduccion

Ciertos problemas de programacion lineal tienen una forma tal que pueden ser
resueltos por procedimientos abreviados. Estos requieren un nimero sustancialmente menor
de operaciones que las que emplea el método Simplex en su version original. Tal es el caso
de los problemas llamados de transporte cuyas inecuaciones, como veremos, tienen una
disposicion de los coeficientes no nulos que facilita y disminuye la cantidad de cuentas a
realizar para obtener el 6ptimo de la funcional. También el llamado problema de asignacioén
puede a su vez ser visto como una variante del problema de transporte. Veamos para
comenzar un ejemplo.

Una empresa debe transportar su produccion que elabora en las plantas I, 1T y IIT
a los destinos A, B y C. El costo en miles de pesos de transportar una unidad del producto
desde cada planta a cada destino se conoce, asi como también la oferta de cada planta y la
demanda de cada destino. Ademds, en este caso, las sumas de ofertas y de demandas
coinciden. La informacion esta resumida en la siguiente tabla:

Planta/Destino | A B C Oferta en
unidades

I 2 1 3 5

IT 2 3 1 6

111 1 2 1 4

Demanda en |7 3 5 15

unidades

Como se suponen directamente proporcionales las relaciones entre las distintas cantidades,
para conocer la cantidad de unidades de producto que deben transportarse de cada planta a
cada destino, de modo que el costo sea minimo, se planteard un modelo de programacion
lineal.



[mln] Z = 2x11 + X12 + 3x13 + 2x21 + 3x22 + X3 + X31 + ZX32+X33
sujeto a:

X11 + X12 + X13 = 5
x21 + x22 + x23 = 6
X31 + X392 +X33 =4

y a:

X11 + X221 + X31 =7
X12 + X2z + X32 =
X13 + X33 + X33 = 5

con x;; = 0i=123 j=123
En términos generales entonces un problema de transporte tiene la forma:

[min] Z:i1 21]'1=1 CijXij
donde ¢;; son los coeficientes de costos y x;; las variables que
indican la cantidad de transportes entre cada origen 1y cada destino j

n J—
Yi=1Xij =S
cons; i=1,..m restricciones de origen
m —
i=1%;j = d;
con d]- j=1,..n restricciones de destino

xj=0i=1,..,m j=1,..,n restricciones de no negatividad
En este contexto se cumplen las siguientes dos condiciones:

Propiedad 1: Si s;  d; son cantidades enteras las variables bésicas son también enteras.

Propiedad 2: }i%; s; = Xj=; d; la suma de las ofertas es igual a la suma de las demandas.
I1.7.2 Algoritmo Simplex de Transporte

Un problema de transporte tiene, como esta a la vista, diferencias con lo que
consideramos el problema estandar a partir del cual funciona el método simplex tal cual lo
vimos. Para empezar, hay que minimizar la funcional objetivo, pero ademads, las restricciones
son igualdades lo que devendria en el agregado de tantas variables artificiales como cantidad
de restricciones por limitacion de recursos haya. Afortunadamente la complicacion que las
modificaciones necesarias supondrian en las cuentas se ve allanada por la particular



disposicion de los coeficientes en el sistema lineal resultante que en el ejemplo de I1.7.1 es
la siguiente:

_xll_
111 000 0007|722 5
000 111 000|{5 1 |6
000 000 111, |_|4
100 100 100||, 7
010 010 010|[% | |3
001 001 ootd|, | I5

_X33_

Es esta disposicion que se da en cualquier problema de transporte y la cantidad de ceros
presentes la que permite abreviar el procedimiento. Asi el calculo se reduce a modificaciones
que pueden seguirse observando solo lo que ocurre en el renglon 0 del cuadro original. Su
aspecto general en cualquier iteracion, y no ya para el ejemplo solamente, es el que sigue.

V. Basica | Ec N° Coeficientes de Segundo Miembro
Z Xij Zi Zm+j
0 -1 i-Ui-Vj M-u; M-v;
z Cij-Ui-Vj u; Vj _Z sy — Z dyv,
Expliquemos:

-1 es el coeficiente de z pues se trata de una minimizacion.

M es un numero muy grande colocado para que las variables artificiales
Z1,""* Zny Zna1s * Znam» Que se utilizarian en virtud de cada restriccion de igual, deban ser 0
cuando se alcance el optimo.

u;i es el maltiplo del renglon i-ésimo original que se restd del renglon 0 original durante el
paso iterativo respectivocon i = 1, ...,m

vjes el multiplo del renglon m+j-ésimo original que se restd del renglon 0 original durante el
paso iterativo respectivo con j=1,...,n

Cada variable x;j tiene un coeficiente que es el original cij menos las cantidades u; y v;
correspondiente a las respectivas iteraciones.

De acuerdo a lo expuesto resulta que:

i- El simplex de transporte no requiere las variables artificiales para construir la
solucion factible inicial
1i- Se puede usar solo el renglon 0 en cada iteracion calculando directamente los

valores de u; y vj. Como la variable basica debe tener coeficiente 0 en el renglon
0, estos valores se encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones:
cij—u; —v; =0 Vijtal que x;; es basica.
ne La variable basica que sale a no basica en cada iteracion se puede identificar en
forma sencilla.
Estas caracteristicas nos llevan a considerar el cuadro simplex de transporte de la
siguiente forma:



Destino
1 2 ... n Oferta Ui
Origen 1 Cil c12 Cln S1
2 C21 22 ... Con )
m Cml Cm?2 Cmn Sm
Demanda | d; d> ... dn
Vj

Hay informacion adicional que se carga en cada celda. Si la variable xj; es béasica se anota su
valor en el circulo respectivo del cuadro de la izquierda. Si en cambio es no basica de calcula
el valor de su coeficiente en el renglon 0 segin se ve en el cuadro a derecha.

Cij Cij

A continuacion, se analizan los pasos del procedimiento simplex de transporte.

1- Paso inicial

El objetivo es obtener una solucidon baésica factible inicial. Se observa que el
numero de variables basicas es m+n-1 pues si se cumple ese numero de restricciones de
igualdad la restante también se cumple. Hay una restriccion redundante. Por ejemplo, en
nuestro problema de I1.7.1 habra cinco variables basicas a asignar. Empleando la llamada
regla de la esquina noroeste se hace la asignacion primera en la variable correspondiente a la
posicion arriba a la izquierda. Se debe observar que la asignacion no supere ni la oferta
disponible en la fila, ni la demanda requerida en la columna. Asi se procede cubriendo la
oferta de una fila hasta acabarla en las distintas columnas y luego se cambia a la fila de abajo.
Se completan las asignaciones hasta que se obtiene la primera solucion factible. Como se ve
en el cuadro la primera solucidon que se obtiene es:

(%11, X12, X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33) = (5,0,0,2,3,1,0,0,4)
Las variables que son basicas tienen coeficiente 0 en el rengléon 0, mientras que el valor
del coeficiente de las variables no bésicas, que valen 0, se calculan mediante la cuenta
cij-ui-vj = 0 respectiva.



DESTINO

1 2 3 Oferta U;
%@ | 3|
1 1—0-—3 3—0—-115 0
=2 =2
O O
1l 6 0
N 2 |

III 1-0-2 2—-0-3

Demanda 7 3

ORIGEN

Il

I

[N

Il

I

=

—_ wh —_— —_—

N
[e)

Yj 2 3

2- Prueba de optimalidad

Si en el renglon 0 hay coeficientes que son negativos sabemos que no se ha
alcanzado el 6ptimo. Para conocer los valores de esos coeficientes hay que tener en cuenta
que surgirdn de la operatoria entre filas del sistema segun la cuenta cj-ui-vj=0 que
corresponde a los coeficientes de las variables bésicas. Se conforma asi un sistema de m+n-
1 ecuaciones, en este caso 5, con m+n incognitas, en nuestro ejemplo 6. Por lo tanto, habra
un grado de libertad y podra fijarse arbitrariamente el valor de una de las variables para
deducir entonces los otros valores. En nuestro ejemplo:

U +v =2
U, + v, =2
U, +v, =3
U, +v3=1
uz+v3 =1

Haciendo u, = 0 se obtiene el resto de los valores que figuran en la tabla de arriba. Al
calcular con ellos los valores de los coeficientes de las variables no basicas en el renglon 0
se ve que todavia hay negativos y por lo tanto no se ha alcanzado el minimo de la funcional.

3- Paso Iterativo

Como en el procedimiento original aqui también elegimos el coeficiente negativo
de mayor valor absoluto para seleccionar la variable que entrard como bésica. A su vez, para
seleccionar la variable que sale a no basica hay que atender a una reaccion en cadena. Habra
celdas receptoras para las cuales los valores de las variables aumentan y celdas donadoras
donde las variables disminuiran. La celda donadora que primero llegue a O sera la
correspondiente a la variable que sale a no basica. Sigamos con el ejemplo.



DESTINO

1 2 3 Oferta U;
2 -. 1 lllll { llll * 3
I : 1-0+%+3 3—-0—-115 0
l=-2 =2
2 k.3, — ]
4 |0 6 0
(D 1
g 1 2 1
11 1-0-2 2—-0-3 4 0
=—1 =—1
Demanda 7 3 5
Y 2 3 1

La celda correspondiente a la variable x;, contiene el coeficiente negativo de mayor valor
absoluto. Luego sera esa variable la que entre como bdasica. Es decir, tendra que
incrementarse desde el valor actual 0, recibiendo valor. Para ello la celda de la variable x4,
tendra que perderlo, por lo cual serd un celda donadora. Pero lo que se ceda y reciba en esa
fila debera sumar 5 que es el valor de la oferta del origen I. Esto a su vez conlleva a que, para
mantener el valor de la demanda en 7, la celda de la variable x,; reciba valor que donara la
celda de x,, siempre manteniendo los equilibrios de ofertas y demandas. En ese mecanismo
de donacion y recepcion de a una unidad la variable x,, sera la primera que se haga 0 y por
lo tanto saldrd como no bésica en esta iteracion. El cuadro actualizado resulta entonces el de
abajo donde figuran también los nuevos valores calculados para los u; y los vj y también han
sido identificadas las nuevas celdas receptoras y donadoras junto con la variable x35 que

saldra a no bésica y la x3;que entrara como basica.

DESTINO
1 2 3 Oferta U;
2 1 3
| 5 0
2
2 LI e S J ......... ) A .
E II : 1) 6 0
© : 1 :
~ 1 )i ] -
S |1 y 4 0
-1 0
Demanda 7 3 5
Yj 2 1 1




El siguiente cuadro muestra la ultima iteracion donde ya no hay coeficientes negativos en el

renglén 0 y por lo tanto se ha arribado al minimo valor para la funcional z.

DESTINO
1 2 3 Oferta u;
2 1 3
I 5
2
Z 2 3 1
o [1I 6
~ 2
O 1 2 1
il 4 4
1 0
Demanda 7 3 5
Yj 2 1 1
La solucion que minimiza la funcional es entonces

(11, X12, X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33) = (2,3,0,1,0,5,4,0,0)
El valor minimodezes z=2X2+3+2X1+54+4 =18

Ejercicios resueltos
Ejercicio N°1- Resolver en forma grafica el problema:

[Max] Z=x+Yy
3x+2y<6
2x+3y <6
x=0

y=0

3x+2y<6
2y <6 —3x
yS3—§x

Realizamos el grafico acotado para el anélisis, y observamos que para obtener un z optimo
debemos hallar el punto maximo (x,y), el cual en este caso, es el punto de interseccion entre

ambas rectas.



3_3,=72_2 y=3—§(12)
X = 3 ¥ 2>

5 y=1.2

Entonces el punto de interseccion es P = (1,2; 1,2) y finalmente

z=x+Yy
z=12+1,2
z=24

Ejercicio N° 2- Plantear el problema de programacion lineal adecuado y resolver utilizando
el método simplex.

Una persona acaba de heredar $6000 y desea invertirlos. Al oir esta noticia dos
amigos distintos le ofrecen oportunidad de participar como socio en dos negocios, cada uno
planeado por cada amigo. En ambos casos, la inversion significa dedicar un poco de tiempo
el siguiente verano, al igual que invertir efectivo. Con el primer amigo al convertirse en socio
completo tendria que invertir $5000 y 400 horas, y la ganancia estimada (ignorando el valor
del tiempo) seria de $4500. Las cifras correspondientes a la proposicion del segundo amigo
son $4000 y 500 horas, con una ganancia estimada de $4500.Sin embargo ambos amigos son
flexibles y le permitirian entrar con cualquier fraccion de la sociedad; la participacion en las
utilidades seria proporcional a esa fraccion. Como de todas maneras esta persona esta
buscando un trabajo interesante para el verano (600 horas a lo sumo), ha decidido participar
en una o ambas propuestas, con la combinacion que maximice la ganancia total estimada. Es
necesario resolver el problema de obtener la mejor combinacion.

x1: Proporcion de participacion a la proposicion el primer amigo

x2: Proporcion de participacion a la proposicion del segundo amigo

Restriccion por limitacion de dinero disponible (en $): 5000x; + 4000.x, < 6000
Restriccion por limitacion de horas disponibles (en hs): 400.x; + 500.x, < 600
Restricciones de proporcion: x; <1, x, <1

Restricciones de no-negatividad: x; =0 , x, >0

Funcional lineal: ($): z = 4500x1 + 4500x2

Entonces procedemos a realizar el método simplex: por ende, debemos llevar el problema a
la forma de un sistema lineal, para ello se dispone la funcion objetivo(Z) colocando todas las
variables en el mismo miembro de la igualdad y las inecuaciones, excepto las de no
negatividad, se transforman en ecuaciones lineales agregando la variable de holgura.



z —4500x; — 4500x, =

5000x; + 4000.x, + x5 = 6000
400x; + 500.x, + x4 = 600
xq + xs =1

x1 + Xe =1

Ademas xq, X5, X3, X4, X5, X6 = 0

Numero de | Coef. Coef. | Coef. | Coef. Coef. | Coef. | Coef. SM
Ecuacion de z dex; |dex, |dexs de x de x5 | de xq
z |0 1 -4500 | -4500 |0 0 0 0 0
x3 |1 0 5000 |4000 |1 0 0 0 6000
Xy |2 0 400 500 0 1 0 0 600
xs |3 0 1 0 0 0 1 0 1
Xe |4 0 0 1 0 0 0 1 1

Se observa que la solucion planteada no es la 6ptima ya que por lo menos existe un Xi (en
este caso lo son X; y X,)negativo, por lo tanto, se procede a hallar la nueva solucion:
Identificamos la columna y fila pivote con determinado criterio:

Numero de | Coef. Coef. | Coef. | Coef. Coef. | Coef. | Coef. SM
Ecuacion de z dex; |[dex, |dexs de x de x5 | dexq
z 0 1 -4500 | -4500 |0 0 0 0 0
x3 |1 0 5000 | 4000 1 0 0 0 6000
Xy |2 0 400 500 0 1 0 0 600
xs |3 0 1 0 0 0 1 0 1
Xe |4 0 0 1 0 0 0 1 1

Realizamos nuestro nuevo cuadro al llevar a 0 los elementos de la columna pivote.
Obtenemos una nueva fila x3 que ahora serd nombrada x; (dividimos todos sus elementos
por 5000). Entonces nuestra nueva ecuacion 1 serd utilizada para pivotear y obtener las
nuevas ecuaciones 0,2,3 y 4

Para obtener nueva ecuacion 0 [ (elemento fila 0) +4500 x elemento de la nueva ecuacion 1]
Para obtener nuestra nueva ecuacion 2: [ (elemento de ecuacion 2) — 400 x elemento nueva
ecuacion 1]

Para obtener nuestra nueva ecuacion 3 [ (elemento de ecuacion3 — 1 x elemento nuevo
ecuacion 1]

No hara falta pivotear la ecuacion 4 ya el elemento correspondiente a la columna pivote es
igual a 0



Queda asi:

Numero de | Coef. Coef. | Coef. | Coef. Coef. | Coef. | Coef. SM
Ecuacion de z dex; [dex, |dexs de x de x5 | de xg4
VA 0 1 0 -900 0,9 0 0 0 5400
x; |1 0 1 0,8 0,0002 |0 0 0 1,2
Xy |2 0 0 180 -0,08 1 0 0 120
xs |3 0 0 -0,8 -0,0002 | 0 1 0 -0,2
X |4 0 0 1 0 0 0 1 1

Como observamos que hay un coeficiente negativo en el renglon 0. La solucion no es todavia
optima. Se identifican nuevamente columna y fila pivote, y se realizan los calculos. Se

obtiene:

Numero de | Coef. Coef. | Coef. | Coef. Coef. | Coef. | Coef. SM
Ecuacion de z dex; [dex, |dexz de x de x5 | dexq
z |0 1 0 0 0,5 5 0 0 6000
x; |1 0 1 0 1/1800 | -1/225 |0 0 2/3
X, |2 0 0 1 -1/2250 | 1/180 |0 0 2/3
x5 |3 0 0 0 -1/1800 | 1/225 |1 0 1/3
Xe |4 0 0 0 1/2250 | -1/180 | 0 1 1/3

e 2 2 11
Entonces la solucion optima es (x1; X2; X33 X! X5: Xg) = (5 i3 0; 0; 3 5) con z=60008. Esto

quiere decir que la mejor opcion para optimizar la utilidad sera participar en un 66,67% de
cada propuesta.

Ejercicio N°3- Dado el problema de programacién lineal

z=2x, +3x, [Max] sujeto a

2x, <4
x,<3

x, +x,<4
x20x,20

a- Determinar el valor de z éptimo si el recurso correspondiente a la tercera
inecuacion aumenta en una unidad.




El cuadro simplex final resulta:

VBasica | z x1 x2 x3 x4 x5 SM
0 z 1 0 0 0 1 2 11
1 x3 0 0 0 1 -2 2
2 x2 0 0 1 0 1 0 3
3 x1 0 1 0 0 -1 1 1

z=1,x,=1yx, =3

El coeficiente en el renglon 0 correspondiente a la variable de holgura en la inecuacion sobre
el tercer recurso es 2 por lo tanto al aumentar en una unidad el recurso la funcional crece en
2.Esdecir,z=114+2 =13

b- Hallar el intervalo de variacion del recurso correspondiente a la tercera inecuacion de
modo que el precio sombra obtenido no varie.

VBasica | z x1 X2 x3 x4 x5 SM
0 z 1 0 0 0 1 2 11
1 x3 0 0 0 1 2 -2 2
2 x2 0 0 1 0 1 0 3
3 x1 0 1 0 0 -1 1 1

Los coeficientes de la zona sombreada en el cuadro final revelan todas las transformaciones
realizadas entre filas. Por lo tanto:

1 2 =21 4 4+6— 8 ZAb3
0 —1 1]l4+Abs —3+4+Ab3

2 —2Aby >0

14 4b; >0

Es decir; —1 <4b; <1
Con la tabla actual podemos agregar o quitar una unidad sin que varie el precio sombra

Ejercicio N°4- Una empresa productora de tractores tiene 4 centros de comercializacion que
demandan respectivamente 300, 100, 250 y 150 unidades por afio. La producciéon se hara
coincidir con la demanda. En el mercado hay tres empresas que pueden transportar los

tractores. Los costos de cada una para cada traslado se presentan en la siguiente tabla.

DI D2 D3 D4
El 30 25 50 60
E2 45 20 60 90
E3 50 30 75 70




Determinar qué compafiia conviene contratar para cada destino, si la capacidad méaxima de
transporte de cada una de ellas es: E1 150; E2 300; E3 350.

(Cual es el costo total?

D1 D2 D3 D4 Oferta
El 30 25 50 60 150
E2 45 20 60 90 300
E3 50 30 75 70 350
Demanda | 300 100 250 150 800
| | DESTINO
| 2 3 4 Oferta U;
30 25 | 50 | 60 |
I 25+ 15— 20 50+15| 60+15—-55 | 150 -15
=20 -60=5 =20
- 45 20 30 90 |
o |1 @ 100 50 90—0-55 | 300 0
o =35
. 50 30 | 75 70
© |m 50— 15—45 | 30—15—20 200 150 350 15
=-10 =-5
Demanda | 300 100 250 150
Yj 45 20 60 55
Z, = 41.750



1)

| DESTINO
1 2 3 4 Oferta U;
30 | 25 | 50 | 60 |
I @ 150 15
- 45 - Qe naas 30 annn 90 \
- I : @ 200) } 300 0
~ 50 C FE Joreeees FGenn 70
© jm 150 50 150) | 330 1
Demanda 300 100 250 150
Yj 45 20 60 55
Z, = 40.250
2)
\ DESTINO
1 2 3 4 Oferta U;
30 25 50 | 60 |
I 25+ 20 — 35 50+20 | 60+20-70 | 150 220
=10 —75=-5 =10
- 45 20 30 90 |
SRl 45+ 15— 50 @ 200) | 90+15-70 | 300 -15
O =10 =35
e 50 30 75 70
S |m 30-0-35 @ 150) | 330 0
=-5
Demanda 300 100 250 150
Yi 50 35 75 70




\ \ DESTINO
1 2 3 4 Oferta u;
30 25 | 50 | 60 |
I @ 150 20
45 20 | wwmei3gpe-{-afm |90 |
4| @ ; @ : 300 15
©) . .
& 50 30 | ofmre st | 70
111 150 50 150 350 0
Demanda 300 100 250 150
Yj 50 35 75 70
Z, = 40.000
3)
| | DESTINO
1 2 3 4 Oferta U;
30 25 | 50 | 60 |
I 25+20—30 50+20 | 60+20-70 | 150 220
=15 —70=0 =10
45 20 30 90 |
E I 45+ 10 — 50 @ @ 90+10-70 | 300 -10
% 50 30 75 | 70
111 150 50 75 —0 — 150 350 0
70=75
Demanda 300 100 250 150
Yj 50 30 70 70
La solucion que minimiza la funcional es entonces

(X11, %12, X13, X14, X21, X22, X23, X24, X31, X32, X33, X34) = (150,0,0,0,0,50,250,0,150,50,0,150)

El valor minimo de z es z =30 x 150 + 20 X 50 + 30 X 250 + 50 x 150 + 30 X 50 + 70 X 150 = 40.000



Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 5- Resolver en forma gréfica los siguientes problemas:
a) [Max]
— x4+ 3
z=x+7,y

3x+2y<6
2x+3y<6
x=0
=0

b) [Min]

Z=Xx+y
3x+2y<6
2x+3y<6
x20
y>0

¢) [Max]

Hox+y=

z

-x+2y<2
3x+5y <15

x=4

Ejercicio N° 6- Una compaiiia manufacturera descontinu6 la produccion de cierta linea de
productos no redituable. Esto creo un exceso considerable en la capacidad de produccion. La
gerencia quiere dedicar esta capacidad a una o mas de tres productos, llamese productos 1,
2 y 3. En la siguiente tabla se resume la capacidad disponible de cada maquina que puede

limitar la produccion:

Tipo de maquina

Tiempo disponible

(en horas-maquina por semana)

Fresadora
Torno
Rectificadora

500
350
150

El nimero de horas maquina que se requiere para cada producto es:

Coeficiente de productividad (en horas-maquina por unidad)

Tipo de maquina | Producto 1 |Producto 2 |Producto 3
Fresadora 9 3 5
Torno 5 4 0
Rectificadora 3 0 2




El departamento de ventas ha indicado que las ventas potenciales para los productos
1 y 2 exceden la tasa maxima de produccion y que las ventas potenciales del producto 3 son
20 unidades por semana. La ganancia unitaria seria de $50, $20 y $25, respectivamente, para
los productos 1,2 y 3. El objetivo es determinar cuantos productos de cada tipo debe producir
la compafiia para maximizar la ganancia.

Ejercicio N° 7- Plantear el modelo de Programacion lineal adecuado.

a) Un fabricante entrega sus productos en cajas de un kilogramo en dos variedades, A y B.
La caja tipo A, contiene 300 gramos de bombones de licor, 500 gramos de bombones de nuez
y 200 gramos de bombones de fruta. La caja tipo B contiene 400 gramos, 200 gramos y 400
gramos de cada tipo de bombodn, respectivamente.

La utilidad por cada caja de tipo A es de $120, y por caja de tipo B es de $90.
El fabricante dispone de 100 kilogramos de licor, 120 kilogramos de bombones de nuez, y

100 kilogramos de bombones de fruta.

Se pide definir la cantidad de cajas de cada tipo que debe armar en esta situacion, para que
su beneficio sea maximo.

b) Un fraccionador de whisky importa el licor en tres distintas graduaciones, A, B y C.
Mediante la mezcla de estos de acuerdo a sus formulas, se obtienen los whiskys de calidades
comercializables Escocés, Kilt y Tartan.

Las citadas formulas especifican las siguientes relaciones entre los elementos a mezclar:

Marca |especificacion Precio de venta0
($/litro)
Escocés | No menos del 60% de A | 680
No mas del 20% de C

Kilt No mas del 60% de C 570
No mas del 15% de A
Tartan |No mas del 50% de C 450

Se conoce asimismo las disponibilidades y precios de los licores a, B 'y C, que se indican en
el siguiente cuadro:

Tipo | Litros disponibles | Precio de costo
($/litro)

A 2000 200

B [2500 150

C 1200 250

Se desea definir la composicion de cada marca para maximizar el beneficio total.

¢) Una empresa se dedica al pintado y montaje de heladeras, lanzando el mercado tres tipos
diferentes: A, B,y C

Existen distintos proveedores para las diversas partes de la heladera: motor, circuitos
eléctricos, elementos plasticos, gabinete, etc. Pueden comprarse gabinetes sin pintar o



pintados; estos ultimos son un recargo de $2300/gab., para las heladeras A y B, y de las
heladeras $3,500/gab para las heladeras C.

Los talleres de la empresa pueden montar 100 unidades A, y 80 unidades B, y 40 unidades C
por mes, y tienen una capacidad de pintura de 60 heladeras por mes, independientemente del
tipo de la misma. Los costos de pintura son de $1800/gab. A, $2000/gab. B y $3000/gab. C.
Existen contratos firmados para entregar mensualmente 30 unidades A y 20 unidades B.
Asimismo se conocen la cantidad demandada maxima de heladeras C, que es 10 por mes.
La utilidad que tienen la empresa por tipo de heladera cuando realiza el proceso de pintura
en sus talleres , es de $15000/heladera A, $20000/heladera B y $3 5000/heladera C.

Se desea determinar el plan de produccion que maximice el beneficio.

d) Un criador de animales de raza debe regular la dieta alimenticia de estos ajustdndose a lo
prescrito por el informe veterinario. Este indica las cantidades minimas y/o méaximas de tres
componentes nutritivos que deben suministrarse diariamente, a cada animal, segin el
siguiente detalle:

Componente “A”: Como minimo 150 gr/dia y no mas de 400 gr/dia.

Componente “B”: Como maximo 800 gr/dia.
Componente “C”: No menos de 350 gr/dia.

Esta dieta debe lograrse por medio de tres tipos de alimentos cuya composicién nutritiva,
costo unitario y disponibilidad diaria se conocen. Se sabe asimismo que la cantidad diaria
total de alimentos a suministrar a cada animal no debe exceder de 10 Kgs. Se desea establecer
la cantidad de cada elemento que debe proporcionarse diariamente a cada animal de modo
de minimizar el costo total diario de alimentacion.

Plantear el sistema de inecuaciones que permiten resolver el problema.

Composicion de los alimentos.
(gramos del componente/Kg de alim.)

Alimento I Alimento II Alimento IIT
Componente “A” |50 - 100
Componente “B” 200 150 40
Componente “C” |80 60 120
Disponib. diaria de
alimento 3 5 8
(Kg/dia*animal)
Costo unitario 120 80 200
($/KG)




Ejercicio N° 8- Resolver utilizando el método simplex:
a) Maximizar  Z=2x1+3x> sujetoa:

X1 +2x2<4
X1 +x2=3
x1> 0 x> 0

b) Maximizar =-x1t+4x2 sujetoa:

SBxi+xe< 6
X1 +2x2<4
X2 > -3

¢) minimizar Z =2x; +3x2 + X3 sujeto a:

X1+ 4% + 2x3
3x1 + 2%
x1-0 x2>0 x3>0

> 8
> 6

Ejercicio N°9-

a) Construir el problema dual para los ejercicios 8 b) y 8 ¢)

b) Para el ejercicio 2 producir las variaciones en las disponibilidades que se indican a
continuacion y determinar en cada caso la nueva tabla final del Simplex.

Incrementar la disponibilidad de horas en 50

Disminuir la de dinero en $600

Incrementar la de horas en 60

Disminuir la de dinero en $750

c) Para el ejercicio 2 disminuir la ganancia de la primer propuesta de negocio en $500 y
observar como queda la tabla del Simplex. Hallar la nueva tabla 6ptima.

Ejercicio N° 10- Una empresa productora de combustible (Nafta especial) cuenta con 2
refinerias ubicadas en las ciudades A y B. Debe decidir la forma mas conveniente par
trasladar su produccion a los tanques de almacenamiento que se encuentran ubicados en las
ciudades C, D, E y F. Las capacidades de produccién son A : 400.000 barriles y B : 600.000
barriles. Las capacidades de almacenamiento son C : 200.000 barriles ; D : 300.000 barriles
; E:200.000 barriles y F :500.000 barriles.

Los costos de traslado en $/barril aparecen en la siguiente tabla.



C D E F
A 0,10 0,05 0,07 0,09
B 0,05 0,11 0,08 0,07

Determinar la distribucion 6ptima y el costo total involucrado.

Ejercicio N° 11- El entrenador de un equipo de natacion debe asignar competidores para la
prueba de 200 metros combinados por 50 metros en cada uno de los cuatro estilos. Debe
formar entonces el equipo asignando un estilo a cada nadador de forma que la suma de
tiempos sea potencialmente la menor. Para esto se basara en los tiempos de entrenamiento
que registran los 5 mejores nadadores disponibles. Los tiempos son los siguientes:

Carlos Cristina David Antonio José

Espalda 37.7 32.9 33.8 37.0 354

Pecho 43.4 33.1 422 347 41.8

Mariposa 33.3 28.5 389 304 33.6

Libre 29.2 26.4 29.6 285 31.1
Resolver.

Ejercicio N° 12- Una compaiiia fabrica dos productos. El producto A da una ganancia de 3
pesos por unidad y el B una de 4 pesos. Los requerimientos en términos de horas de trabajo
por unidad de producto en cada una de las secciones de la empresa se presentan en la siguiente
tabla:

Seccion Producto A Producto B
1 1 2
2 3 1
3 2 3

Los supervisores de estas secciones han estimado que tienen las siguientes disponibilidades
de horas de trabajo durante el proximo mes: 800 horas en la seccion 1; 600 horas en la
seccion 2'y 2400 horas en la seccion 3

a- Halle el plan de produccion 6ptimo y la ganancia que arrojaria.

b- Cual es el precio sombra o costo marginal de la hora de trabajo en la seccion 3.

c- Realizar el andlisis de sensibilidad necesario para establecer el rango de

variacion posible para las horas de trabajo disponibles en la segunda seccion.

Ejercicio N° 13- Un pequefio agricultor posee 100 hectareas de tierra disponibles para
cultivo. Por cada hectarea puede obtener un rinde de 2 toneladas de soja o 4 toneladas de
trigo. Por cada tonelada de trigo obtendra como ganancia 180$ y por cada tonelada de soja
ganara 210 $. Dispone de 300 horas-hombre para realizar los trabajos de campo que en el
caso de la tonelada de trigo o de soja requieren indistintamente una hora- hombre.
a) De acuerdo a estas restricciones de caracter lineal el agricultor desea saber cual es el
plan de produccién que maximizard sus ganancias.



b) Quiere también realizar un andlisis de sensibilidad de la solucion respecto de la
cantidad de horas-hombre disponibles a efecto de determinar la maxima reduccion
posible de las mismas sin tener que replantear el problema.

¢) Por ultimo desea establecer en cuanto se incrementara la ganancia total por cada
hectérea de cultivo que pueda agregar.

Ejercicio N° 14- En un taller metalargico se fabrican dos tipos de piezas, A y B, que deben
seguir los siguientes procesos: estampado en hojas metalicas, soldado y pintado.

La operacion de estampado consiste en preparar partes idénticas que luego seran soldadas de
a pares, formando la pieza A. El mismo proceso se realiza para la pieza B. Los insumos de
equipos son los siguientes, para la realizacion de cada una de las operaciones (expresados en
segundos por pieza):

Operacion Pieza A Pieza B Tiempo disponible
en seg/semana

Estampado de cada | 3 8 48000

parte

Soldado 12 6 42000

Pintado 9 9 36000

La utilidad unitaria es de $4 para la pieza A y de $3 para la pieza B.
a) Se desea establecer el programa semanal de produccion que maximice la utilidad del
taller con respecto a las piezas consideradas.
b) Si se agregan 1000 seg/semana para la operacion de estampado ;Cual es la utilidad?
Justifique la respuesta.

Ejercicio N° 15- Una compaiiia fabrica los perfumes Brute y Chanelle. Compra cada kg de
materia prima para elaborar perfume en cualquiera de sus tipos a 3$. Para procesar 1 kg de
dicha materia prima se necesita 1 hora de laboratorio. Cada kg. de materia prima procesada
rinde 3 litros de perfume Brute regular y 4 litros de perfume Chanelle regular El primero se
vende a7 § el litro y el segundo a 6 § el litro. A su vez la compaiiia tiene la opcion de procesar
estos perfumes en forma adicional para obtener Luxury Brute que se vende a 18 $ el litro y
Luxury Chanelle que se vende a 14 $ el litro. Este segundo proceso tiene un costo adicional
de 49 por litro y requiere 3 horas mas de laboratorio por litro en el caso del Luxury Brute y
de 48 por litro y 2 horas mas por litro en el caso del Luxury Chanelle . La compaiiia tiene
disponibles 6000 horas de laboratorio al afio (cuyos costos se suponen ya incorporados al
precio de venta ) y puede comprar hasta 4000 kg de materia prima . Se desea entonces
obtener el plan de produccion que maximice las utilidades. Plantear el modelo necesario para
hallarlo.

14. Impacto S.A. desea anunciar sus productos por radio y television. Cuenta con un
presupuesto para publicidad de 10000$ mensuales. Cada minuto de anuncio en radio cuesta
158 y en television cuesta 300$. La idea es hacer por lo menos el doble de publicidad en
radio que en television pero hay que tener en cuenta que no es bueno realizar mas de 400
minutos de propaganda radial por mes. Se estima que la publicidad por television es 25 veces
mas efectiva que por radio.



a) Determinar la asignacion optima de tiempos de publicidad por radio y television.

b) Calcular cuanto crece la efectividad publicitaria si puede agregarse un minuto
de propaganda radial.

¢) Si el presupuesto mensual aumentara a 15000$ cual seria la eficacia publicitaria
resultante.

Ejercicio N°16- La compaifiia SiloTrans transporta granos desde tres silos hasta cuatro
molinos. La oferta y la demanda (en camionadas) se resume en la tabla junto con los costos
unitarios de transporte de cada silo a cada molino expresados en cientos de pesos. Se busca
el programa de transporte entre silos y molinos que tenga costo minimo.

Silo/molino | 1 2 3 4 Oferta
1 2 20 11 15

2 12 7 9 20 25

3 14 16 18 10
Demanda 5 15 15 15

Ejercicio N° 17- Un fabricante de rollos de cinta engomada produce cintas de 100 metros
enrollados, cuyo ancho es 1 metro. Recibe pedidos de clientes por rollos de distinto ancho
de forma que debe cortar los rollos de 1 metro para satisfacer las medidas requeridas por cada
cliente. Recientemente le han hecho un encargo de 20 rollos de 60 cm de ancho, 35 rollos de
45cm de ancho y 50 rollos de 25 cm de ancho. Todos los rollos deberan contener 100 m de
cinta. El fabricante se pregunta cémo cortar los rollos necesarios descartando la menor
cantidad de papel. Resolver el problema por medio de programacion lineal realizando el
planteo del modelo y su optimizacion mediante software.



II1- Teoria de Colas

I11.1 Sistemas de Espera

La teoria de colas estudia y modela los sistemas de espera. Se entiende por tales
sistemas a aquellos en los que un cliente, término técnico que pude referirse a personas u
objetos segun el contexto, ingresa desde el medio ambiente en una suerte de cola para esperar
la realizacion de un servicio. Por ejemplo; una persona llega a una peluqueria y espera hasta
que le toca su turno para cortarse el pelo, luego se lo cortan y finalmente paga y sale del
sistema. Una situacion similar ocurre cuando un automovil llega a un lavadero, cuando una
trama de bits llega a un nodo de ruteo en una red y asi, en un numero grande de sistemas
posibles.

El objetivo de la teoria es descriptivo e intenta evaluar algunos parametros de
comportamiento de un sistema de espera partiendo de la idea de que las actividades
conformantes se representan por variables aleatorias. Estas variables adquieren sus valores
con distinta probabilidad y poseen esperanzas matematica y varianzas. Las distribuciones de
cada una de las variables se integran entonces para formar una variable de estado del sistema
con su ley de probabilidad. Es a partir de esta nueva distribucién que pueden calcularse los
referidos parametros tales como la cantidad esperada de clientes en el sistema o en la cola, o
el tiempo esperado de permanencia en el sistema o en la cola, ademas de las propias
probabilidades de que el sistema esté vacio, o de que haya en ¢l una cantidad determinada de
clientes.

Comenzaremos entonces por una descripcion general de las entidades, atributos
y actividades que integran el sistema y de aquellas que interactian con ¢l desde medio
ambiente.

Medio Ambiente Sistema de Colas Medio Ambiente
Fuente de Entrada | Cliente Cola Mecanismo de Cliente Servido
Servicio
:}— ] i ——
Cantidad Medios de Servicio
Tamatio . .
Tamafio Servidores
Patron estadistico Disciplina Patrén estadistico
Hipotesis
Desacostumbradas .

La figura muestra los elementos de interés. En el medio ambiente se ubica la Fuente de
Entrada, que emite los clientes hacia el sistema de colas. Esta fuente puede ser de tamafio
infinito, lo que quiere decir que tiene la capacidad de emitir clientes sin que estos se agoten
o, por el contrario, puede ser finita. En tal caso la cantidad de clientes que debieran pasar por
el sistema en algin momento se agotaria. Por supuesto, se trata de un esquema tedrico por lo
cual, si el nimero potencial de clientes fuese muy grande, la fuente podria pensarse o
modelarse como de tamafio infinito, aunque esto no fuera estrictamente real. La fuente de
entradas emite los clientes con un patron estadistico. Esto quiere decir que se observa una
estadistica de la entrada de clientes en una dada unidad de tiempo y se utiliza su distribucién



de frecuencias como un patron. Por ejemplo, se observa durante un mes la cantidad de
compradores que entra por cada hora, de las 12 diarias, en que estd abierto un supermercado.
Se cuenta entonces la cantidad de horas en las que entr6 O clientes, la cantidad de horas en
las que entr6 1 cliente, la cantidad de horas en las que entraron 2 clientes y asi. Se obtiene
entonces una distribucion de frecuencias que detalla lo ocurrido.

X = cantidad de clientes que | F= cantidad de veces que | f= cantidad de veces que
entraron al supermercado en | entraron X clientes en una | entraron X clientes en una
una hora. Variable | hora. Frecuencia Absoluta | hora / total de horas de
estadistica observacion. Frecuencia
relativa
0 Fo f, = Fo
0™ vk
i=o Fi
1 Fi f = Fy
1=k o
i=o Fi
2 F2 £, = F,
PRy
i=o Fi
k Fi fo = Fi
k= Sk
i=o Fi

Esta es claramente una funcion dada por una tabla. Pero ademads es de gran importancia pues
al ser todas las frecuencias absolutas F; > 0 Vi, se verifica que f; = 0 y también que

Kfi=1. De tal modo la tabla puede interpretarse también como una funcién de
probabilidad. Es decir; en base a la estadistica registrada se puede calcular la probabilidad de
que en la proxima hora lleguen 3 clientes al supermercado, por ejemplo. Por supuesto una
funcion dada por una tabla puede reemplazarse por una formula mediante un ajuste adecuado
y por lo tanto este patron estadistico de la fuente de entrada podrd expresarse mediante
distribuciones discretas muy conocidas como la de Poisson, por ejemplo, en el caso en que
esto corresponda. Esta variable aleatoria que representa la cantidad de clientes en la unidad
de tiempo, estad asociada a su reciproca que representa, en este caso, el tiempo que transcurre
entre la llegada de dos clientes. Asi la variable aleatoria tiempo tiene una distribucion que
también suele ser expresada por formulas, por ejemplo, la exponencial. Observemos que si

decimos que se producen 30 llegadas por hora, % horas/llegadas Zg minutos/llegadas= 2

minutos entre clientes. En suma, el patron estadistico es en realidad doble. Por un lado

proporciona la probabilidad de que arriben x clientes en una unidad de tiempo, y por otro da
e . ) 1 .

la probabilidad de que el tiempo que pase entre la llegada de dos clientes sea —. Digamos

ademads que, a veces, puede ser necesario considerar alguna hipotesis no muy usual. Si se

tratara de analizar un sistema de transporte publico, podria muy bien ocurrir que un cliente,

potencial pasajero de una linea de colectivos, se contrariara al llegar a la cola porque hay
demasiada gente y renunciara a entrar en el sistema. Es decir, renunciara a viajar por ese



medio. Si ese fuera un fendmeno frecuente, debiéramos tenerlo en cuenta como hipotesis
posible al elaborar un modelo.

Ya dentro del sistema, el cliente, persona u objeto, entra en la cola. Cola es, en el
marco de esta teoria, una palabra general que designa tanto la existencia de una como de
varias colas. Por ejemplo, en un banco hay tres cajeros automaticos. Puede hacerse una sola
cola para dirigirse al primero de ellos que se desocupe, como también podria hacerse una
cola delante de cada cajero. En un caso habra una tinica cola y en otro la cantidad de colas
sera tres. Ambas situaciones se modelan distintamente. Por otra parte, el tamafio de la cola
se dird infinito, no estrictamente porque lo sea, sino porque la cola admitira tantos clientes
como le lleguen. Al contrario, cuando la cola admite solo un nimero de clientes, como por
ejemplo en una situacion en que se dan 20 niumeros diarios para acceder a un servicio, la cola
se dird finita. Por ultimo, hay que explicar el tema de la disciplina. Una cola puede funcionar
bajo la idea que el primero que llega sera el primero en ser atendido y asi. Es decir, una
disciplina que se denomina FIFO (First Input First Output). También puede ocurrir que el
ultimo que llega sea el primero en atenderse (LIFO). Y también puede establecerse un sistema
de prioridades asignando una valoracion en un rango numérico distinto a los clientes, por
ejemplo si fueran personas, teniendo en cuenta su edad.

Al pasar al mecanismo de servicio el cliente puede encontrarse con distintos
medios de servicio. Por ejemplo, en una gran estacion de servicio hay un medio para el
despacho de la nafta, otro para poner aire a las cubiertas, otro para cambiar aceite y otro para
pagar y comprar golosinas. En cada uno de esos distintos medios del mecanismo hay a su
vez servidores que son los surtidores donde se expende la nafta, las fosas donde se cambia el
aceite o las distintas cajas donde pagar. De tal modo hay en el mecanismo de servicio distintos
medios de servicio y dentro de estos hay servidores. A su vez, se puede considerar para cada
servidor un patrén estadistico de servicio cuya variable serd, o bien el tiempo que se tarda en
concluir un servicio, o bien la cantidad de clientes que son atendidos en una unidad de tiempo.
Habra entonces dos distribuciones de frecuencias asociadas con la actividad de cada servidor
en las cuales una variable sera la reciproca de la otra como en el caso de las llegadas. Por
supuesto también aqui esas distribuciones pueden ser vistas como de probabilidad y
permitirnos calcular la probabilidad de concluir un servicio en un dado tiempo o la
probabilidad de atender una cantidad de clientes en una unidad temporal.

Esta exposicion nos revela el alto grado de variacion que pueden tener los
supuestos de un sistema de espera. Pueden ser distintos los tamafios y los patrones
estadisticos de la fuente de entrada. La cola puede ser Unica o varias, puede admitir tantos
clientes como se quiera o no y puede tener distintas disciplinas de atencién. El mecanismo
de servicio puede tener uno o varios medios, cada uno con uno o varios servidores, con
iguales o distintos patrones estadisticos.

Cualesquiera sean las hipotesis iniciales, el modelado apunta a combinarlas de
modo de establecer la forma de medir la cantidad esperada de clientes en el sistema, la
cantidad esperada de clientes en la cola, el tiempo esperado de permanencia en el sistema y
en la cola y la ley de probabilidad de la variable aleatoria de estado del sistema, que nos
permite calcular todos los pardmetros antedichos que no son otra cosa que esperanzas
matematicas.



I11.2 Proceso de Nacimiento y Muerte

Existe un modelo para representar la vida de las personas segtin la forma en que
se producen los nacimientos y las muertes en la sociedad. La observacion estadistica de vieja
data permite dar por sentado que el nimero de nacimientos en un periodo de tiempo fijado
es una variable aleatoria que se distribuye Poisson. Lo mismo se ha observado respecto de
las muertes producidas en un lapso de tiempo determinado. Recordemos que la distribucioén
de Poisson tiene la formula:

Akee=2
!

p(k) =—— k=012,.

donde el parametro A es la esperanza de la variable aleatoria E(k) = A . Las unidades de la
variable son, en este modelo, personas/unidad de tiempo. Llamaremos entonces A a la
cantidad esperada de nacimientos en la unidad de tiempo y p a la cantidad esperada de

muertes en la misma unidad temporal. Ahora bien; en términos del modelo que se plantea, la
reciproca de la variable k, tanto si representa nacimientos como muertes en el tiempo fijado,

. . 1 . . .
modela el tiempo entre eventos. Es decir t = - unidades de tiempo/personas es la variable
aleatoria que simboliza el tiempo entre nacimientos o muertes segiin corresponda. Esta

variable es continua y puede probarse que su distribucion es exponencial. Dicho de otra
forma, su funcion de densidad de probabilidad es:

_(ae™ t=0ya>0
f® = {0 en otra parte

La esperanza de tal variable aleatoria es E(t) = — y existe una relacion reciproca también

entre la esperanza de Poisson y la de la exponencial, habida cuenta que ambas son valores
esperados de las reciprocas variables aleatorias k£ y ¢. Asi resulta:

1 1
/1=E(k)=%=zz(l.

En definitiva, el parametro de la exponencial es la esperanza de la variable Poisson asociada.
Asi si, por ejemplo, en una determinada comunidad nacen en promedio 6 personas por dia,

teniendo en cuenta la distribucion de Poisson de los nacimientos podremos decir que
nacimientos

A=6 — También podremos afirmar que el tiempo promedio que transcurre entre
.. , 1 1 1 dias 24 horas horas
nacimientosenundiaes E(t) = - =-=> —— == — = —
a A 6 nacimiento 6 mnacimiento nacimiento

Debe leerse entonces que, en promedio, al dia transcurren 4 horas entre cada nacimiento. A
partir de lo expuesto se observa que el patrén estadistico es doble pues contiene a la
distribucion de Poisson de la variable aleatoria que representa los nacimientos (o las muertes)
en la unidad de tiempo, y, también, a la variable aleatoria que simboliza al tiempo que
transcurre entre nacimientos (o muertes). En adelante hablaremos entonces de patrén
estadistico Poisson-Exponencial.

Ahora debemos considerar el tamano de la poblacion. Si hay 1000 personas vivas
podemos pensar que al afio habra una cierta cantidad esperada de nacimientos. Para fijar ideas



. . nacimientos . .
supongamos que esa cantidad promedio fuera A =200 ———— . Pero si hubiera

ano
1000000 de personas vivas los nacimientos tendrian que ser, en promedio, mas. Es decir que

en nuestro modelo de nacimiento y muerte debemos considerar también como variable la
cantidad de personas vivas para registrar el hecho que los pardmetros de las distribuciones
de nacimientos y muertes deben variar segun ella. Asi las cosas, en términos generales
diremos que si el estado del sistema es n, n personas vivas, habrd un parametro A,, para los
nacimientos y un parametro u, para las muertes. Si el estado n se considera también una
variable aleatoria que depende a su vez de las variables aleatorias que representan los
nacimientos y las muertes, en cada valor de la variable aleatoria n habra distribuciones
poisson-exponencial distintas, con diferentes parametros A4,y u,. Una sucesion de distintas
variables aleatorias a través del tiempo se denomina proceso estocéstico y entonces este que
aqui presentamos serd llamado el proceso de nacimiento y muerte. El diagrama de tasas que
se muestra a continuacion expresa esta idea.

Las flechas indican la direccion de cambio de estado segun se trate de nacimientos o muertes.
Es claro que para que el sistema permanezca en estado 0 se hace necesario que las personas
que nacen y cambian el estado hacia 1 se equilibren con las que mueren y cambian el estado
hacia 0. Pero los estados 0 y 1 no son igualmente probables. Es decir hay una p, de que el
sistema esté en estado 0 y una p; de que el sistema esté en estado 1. De modo que el equilibrio
para el estado 0 se alcanza cuando A¢py = u4p;. De similar forma el equilibrio en estado 1
se alcanza cuando Aypy + Uyp, = A1p; + Uyp1. En forma general este balance se expresa
por una lista de ecuaciones:

A
AoPo = H1P1 pL =29,
25}
Ao Ao Aods
AoPo + UaP2 = Ap1 +up1 AoPo + H2P2 = Ay L Pot#E_Po P2 = Po
1 Hr U2
Ao
Apy + t3pz = Azp2 + oD ps = _#0 122 16
1H2H13
AoAq
An—2Pn—2 + UnPn = Ap_1Pn-1 + Un—1Pn-1 Pn = Z p * Do
1H42--Un

An—lpn—l + Uns1Pn+1 = Anpn + UnDPn



En suma, las probabilidades de los distintos estados quedan en funcion de los parametros de

cada una de las distribuciones de nacimiento y muerte en cada estado y de la probabilidad de

AoA..An_ .,
estado 0. Puede hacerse ahora el reemplazo: p,, = C,p, donde C, = # La sucesion
142--Hn

Do, P1, - Pn-1, Pn ---€Xpresa la distintas probabilidades de estado, o sea las probabilidades de
que haya un numero n de personas en el sistema de nacimiento y muerte. Como se trata de
una funcion de probabilidad se cumple que Y.5’ p, = 1y habra parametros de la distribucion
tales como la cantidad esperada de personas en el sistema que sean de interés.

Para conocer un tanto mejor esta distribucion de la variable aleatoria de estado se
pueden hacer algunas cuentas y reemplazos.

1=X0Pn=Po+ 2ne1Pn = Po+ 2n=1CnPo = Po(1+X7-1Cy)

Es decir; p, = m
lo que significa que la probabilidad de estado 0 también queda en funcidn de los parametros
Anyiln Vn=0,12,..

El proceso de nacimiento y muerte puede ser visto como un sistema de colas en el
cual los nacimientos se interpretan como emisiones de la fuente de entrada, la vida como el
tiempo que la persona permanece en la cola y la muerte como el servicio. Segun la cantidad
de personas vivas, es decir el estado del sistema, seran las tasas de nacimiento y muerte de
las respectivas distribuciones exponenciales. Ademas, el proceso es una cadena de Markov
pues, en cada estado, la probabilidad de un evento, se trate de un nacimiento o una muerte,
depende solo de ese estado actual. En efecto, el modelado exponencial de los tiempos entre
nacimientos y los de muertes, surge en cada estado con independencia de cualquier otro
estado anterior o futuro. Esto es lo que define su propiedad markoviana.

I11.3 El modelo M/M/1

El nombre M/M/1 se refiere a una modificacion simplificadora en las hipotesis que
condujeron a establecer el proceso de nacimiento y muerte. Aqui se supondra que, no importa
cudl sea el valor de la variable de estado, las distribuciones de tiempos entre llegadas y de
tiempos de servicio tendran siempre iguales valores en sus pardmetros. O sea, suponemos
que A = 4,, es una constante cualquiera sea el valor de n, y que, de la misma forma, y = u,
es también una constante. Se observa que, bajo este supuesto, la propiedad markoviana en
las llegadas al sistema y en los servicios se continilia manteniendo. La nomenclatura M/M/1
nombra entonces a un sistema que tenga estas caracteristicas para entradas y salidas con un
solo servidor. El resumen de los supuestos que realizamos para este modelo M/M/1 es el
siguiente: la fuente de entrada tiene tamafio infinito con patréon estadistico Poisson-
exponencial y sin hipotesis desacostumbradas; la cola serd tnica, de tamafo potencialmente
infinito y disciplina FIFO; y el mecanismo de servicio tendra un solo medio de servicio con
un solo servidor cuyo patrén sera Poisson-exponencial.

Como ya se ha mencionado, el interés de la teoria estd en conocer la ley de
probabilidad de estado para calcular efectivamente la probabilidad de que haya n clientes en
el sistema. A su vez, interesa también establecer la cantidad esperada de clientes en el sistema
y en la cola. Otros parametros de interés son el tiempo esperado total de espera en la cola 'y



en el sistema. A partir del proceso de nacimiento y muerte y de todas las suposiciones hechas,
en particular las de constancia de A y u, trataremos ahora de deducir las formulas necesarias.
La constancia de A y u permite definir el llamado factor de trafico del sistema

2 o . . . . .
pP=1- Si se considera que los clientes deben entrar al sistema a una velocidad promedio

menor de la que salen, pues de lo contrario el sistema se saturaria al existir una cola cada vez
mas larga, se ve que A < u. Por lo tanto, habida cuenta ademas, que A > 0 y u > 0 , debe
resultar que 0 < p < 1. Si las velocidades de entrada y salida son similares el pardmetro

estard cercano a 1, mientras que si son muy distintas el pardmetro se acercara al valor 0.

, AoAr.An_y _ AAA AT
Obsérvese ahora que C, = ——"= = = — = p™. Por lo tanto, como p° = 1, resulta
Hifipbn B W

1=30DPn=Po+2n=1Pn = Po+ Xn=1CnPo = Po(1+X7-1p™) = Po X=0P"

Dado que 0 < p < 1, la Gltima suma es la de los infinitos términos de una progresion

e , 1 1 ,
geométrica de razon p, que converge a 1, por lo que resulta 1 = p, (E) y de aqui:

Po = 1—p.Ademas como p, = C,p, setieneque p, = p"(1—p). Ahora contamos
entonces con una expresion para la probabilidad de estado n con n =0,1,2, ...

La cantidad esperada de clientes en el sistema nos es otra cosa que la esperanza matematica
de la variable aleatoria de estado. Por lo tanto, llamandola L tenemos:

L= z np, = Z np™*(1—p)=(1-p) z npp"~t = (1- p)pz np™t
n=0 n=0 n=0 n=0

El argumento bajo la Gltima sumatoria es la derivada de p™ respecto de p, entoces :

n=0 n=0

=
=

1 p A
L : L = 1 —_ = = = =
Heso 1 —plp (1-p)2  1-p 1-~2  #A = 42
m u
Es decir, finalmente tenemos que la cantidad esperada de clientes en el sistema queda en
funciodn de los parametros A y u de las distribuciones de entrada y salida del sistema.

Con un calculo similar se establece que la cantidad esperada de clientes en la cola es:
/12
T
En 1961 el matematico John Little establecio dos relaciones importantes entre la cantidad

esperada de clientes en el sistema y la cola por un lado y, por el otro, el tiempo esperado de
permanencia en el sistema y en la cola.

L=W y
Ly = AW,.

L



Entonces el tiempo esperado de espera en el sistema se calcula por

Vi3 () -7

A a\u-A) T pu-a
A su vez, el tiempo esperado de permanencia en la cola es
w,=-2=_12

T 2 uu-n)
Si p es la cantidad esperada de clientes atendidos en la unidad de tiempo entonces % es el

tiempo esperado de servicio. Al sumar el tiempo esperado de permanencia en cola y el tiempo
esperado de servicio, la suma debiera dar el tiempo esperado de estancia en el sistema. Esto
efectivamente puede comprobarse segun:

At @=D_ w1
Couu=d - u-1

1 A
W,

1
t—=———t- w
TR (TR T

Finalmente hemos obtenido las formulas esenciales del modelo que corresponden
a la probabilidad de la variable de estado y a las esperanzas matematicas de cantidad de
clientes en sistema y cola, y a los tiempos esperados de permanencia en el sistema y la cola.
Una aplicacion de todas estas cantidades puede verse en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1: Un lavadero de automoviles lava a razon de 15 autos/hora los coches que llegan
a razon media de uno cada 6 minutos. Asumiendo las hipdtesis adecuadas, se desea calcular:
a) La cantidad esperada de autos en la cola.
b) El tiempo esperado de permanencia de cada auto en el lavadero
c) La probabilidad de que un auto al llegar tenga que esperar para ser lavado
Cuando se habla de hipdtesis adecuadas en realidad se estad pidiendo que se piense
si la forma de trabajo en el lavadero se ajusta a los supuestos de un determinado modelo de
colas. Es decir, comprobar que, en este caso, se cumplen las hipotesis del modelo M/M/1 en
cuanto a la fuente de entrada, la cola y el mecanismo de atencion. En particular, deberan
encontrarse los parametros Ay u de los patrones Poisson-exponencial de llegadas y servicios.
Asumiendo entonces el comportamiento de Poisson para la cantidad de
automoviles lavados en una hora, establecemos 4 = 15 automéviles/hora como su media.
Para las llegadas observamos que lo que en realidad tenemos es el tiempo medio entre

llegadas. Como sabemos que este valor es el reciproco del parametro A de la distribucion
. inut 1
de Poisson que las modela hacemos b———— == de donde obtenemos
) 60 automévil A
A= - automovil /minuto = ?autom()vil/hora
Es decir; finalmente A = 10 automéviles/hora. Podemos ahora calcular:
A2 102 Lo .
a) Ly = D = Tsas-10) - 1,33 automéviles Hay que ver que esta es una cantidad
tedrica, que permitird calcular costos, por ejemplo, pero que no tendrd realizacion
practica pues dificilmente puedan hallarse un auto y la tercera parte de otro realizando

una cola.




1 1
b W T u-1_ 15-10

¢) Siun auto tiene que esperar al llegar es porque en el sistema ya hay al menos uno. En
el caso de haber exactamente uno estara en el servicio y el nuevo auto que llega sera
el primero de la cola. Si ya hubiera méas de un auto, la cola ya estard formada y el
nuevo automovil se incorporard a ella. En cualquier caso, la probabilidad de tener que
esperar se podra calcular como:

= 0,2 horas = 0,2 X 60 minutos = 12 minutos

a. P(esperar)=P(n21)=1—p0=1—(1—p)=p=§=g=0,33

Ejercicios resueltos

Ejercicio N° 1- En un lugar de atencidon con un tnico lugar de despacho y cola simple se
conoce el arribo de clientes que asciende a 15 unidades por hora, siendo la velocidad media
de servicio de 25 unidades por hora. Calcular todos los elementos caracteristicos de la cola 'y
del sistema, suponiendo que la ley de arribos y servicios es Poisson. Calcular los mismos
parametros suponiendo A constante y valores de 1 menor y mayor al dato original. Resumir
en un cuadro los resultados obtenidos y enunciar las conclusiones referentes a la variacion
obtenida en los parametros.

A = (velocidad de arribos)
u= (velocidad de servicio)

A= 15u/h A=15u/h A= 15u/h A= 20u/h A=10u/h
u=25u/h u=20u/h u=30u/h u=25u/h u=25u/h
L 1,5 3 1 4 0,67
Lq 0,9 2,25 0,5 3,2 0,267
Wi 0,1 0,2 0,067 0,2 0,067
Wq 0,06 0,15 0,033 0,16 0,0267
p 0,6 0,75 0,5 0,8 0,4
Po 0,4 0,25 0,5 0,2 0,6

Los calculos revelan como el modelo acierta a describir las variaciones
del sistema. En la medida en que el factor de trafico p se acrecienta la cantidad esperada de
clientes en el sistema y en la cola. Se acrecientan también en ese caso los tiempos esperados
de permanencia de un cliente en el sistema y en la cola. Finalmente, la probabilidad
po de que el sistema este ocioso se hace cada vez menor cuando crece el factor de trafico.

Ejercicio N° 2- Las llegadas de personas a una cabina telefonica so del tipo Poisson con un
promedio de 6 minutos entre dos consecutivas. La duracion de una llamada telefonica tiene
una distribucion exponencial con una media de 4 minutos. Calcular:

a) La probabilidad de que una persona que llegue a la cabina tenga que esperar.

b) La probabilidad de que halle més de 4 personas en la cola

c) Lalongitud promedio de la cola y del sistema



d) Lacompaifiia estd dispuesta a instalar otra cabina si se comprueba que el tiempo medio
de espera asciende a 10 minutos. Determinar cudl debe ser el flujo de arribos para
justificar esa instalacion.

A=1/6 cliente/min pu=1/4 cliente/ min
A=10 clientes/ hora p= 15clientes/ hora
a) Una persona que llegue a la cabina tendra que esperar siempre que haya al menos
un cliente en el sistema. Es decir, la probabilidad de esperar sera el complemento
de la probabilidad de que el sistema esté vacio

P(esperar) =1—p,=1—-0.33 = 0,667

b) Si hay mas de 4 personas en la cola es porque hay mas de 5 en el sistema ya que
si hay cola es porque hay una persona hablando en la cabina. Luego la
probabilidad de que haya més de 4 personas en la cola es la probabilidad de que
haya mas de 5 en el sistema.

Pn>5)=Pn=6)=1—[Py+ P, + P, + P;+ P, +Ps] = p® =(2/3)°
P(n<6) =10,0878
La probabilidad de hallar mas de 4 personas en la cola es del 0.0878
A? (102 4

) Lg= W(i-A) _ 15(15-10) _ 3
_ A _ 10clientes/h _
- w(u—2) - (1501i;13ntes 10clizntes) =2
1
d) W, =1
A a1
u(u—2)  15(15-1) 6
211 = 225
cl
A=10,71 m

Ejercicio N° 3- En una fabrica un mecénico destinado al mantenimiento de las maquinas
atiende todos los desperfectos que en ellas se presentan. Se ha observado que la demanda de
servicios sigue la ley de Poisson con un parametro A=2.5 y que el mecanico atiende los
pedidos con una velocidad promedio u= 4.6, segin una rigurosa disciplina F I FO.
Determinar:
a) Numero promedio de maquinas en espera de ser atendidas.
b) Tiempo promedio de atencion.
c) Tiempo promedio entre desperfectos.
d) Tiempo promedio de espera de la maquina hasta comenzar su atencion y hasta que se
reintegre a la produccion.
e) Determinar hasta que suma podria pagarse un incentivo para que el mecanico eleve
su rendimiento de 90% (rendimiento actual) al 120% si la hora-hombre cuesta $200
y la hora-maquina cuesta $500.



A=2.5 media de desperfectos en maquinas/hora con patron Poisson exponencial.
u=4.6 media de atencién en maquinas/hora suponiendo patron Poisson exponencial.

a) Numero promedio de maquinas en espera de ser atendidas.

2.5%

La= 266 =25

= 0.647

b) Tiempo promedio de atencion

1 1 horas 60 minutos . , .
—=-—=0.22—/——— = 0.22——— = 13minutos/maquina
u 4.6 maquina maquina

En promedio se atiende una maquina en 13 minutos
¢) Tiempo promedio entre desperfectos.

1 horas 60 minutos ] o
=—=04———= 04— = 24minutos/maquina
2.5 maquina maquina

NN

En promedio se descompone una maquina cada 24 minutos.

d) Tiempo promedio de espera de la maquina hasta comenzar su atencidon y hasta que se
reintegre a la produccion.

2.5
W,=——  =0.259——— ~ 16minut Aqui
97 4.6(4.6 — 2.5) maquina o 0s/maquina

El tiempo promedio de espera de una maquina en ser atendida es de 16 minutos
aproximadamente.

Teniendo en cuenta este resultado y el del punto b) hacemos:

1
W =W, +—=16 + 13 = 29 minutos /maquina
U

El tiempo promedio que permanece una maquina fuera de servicio es de 29 minutos

e) Determinar hasta que suma podria pagarse un incentivo para que el mecanico eleve su
rendimiento de 90% (rendimiento actual) al 120% si la hora-hombre cuesta $200 y la hora-
maquina cuesta $500.

, 120 . ., L . S
b= W4'6 = 6.13 es la velocidad de atencién a la que el mecanico trabajaria si eleva su

rendimiento al 120%.



El costo de mantenimiento comprende el costo de la espera de la maquina hasta ser atendida
y el costo mientras se la atiende y sigue detenida mas el trabajo del mecénico. Es decir:

1
Costo(i) = 500W,, + (500 + 200~

Actualmente ese costo es:

Costo(4.6) = 500 25

4.6(4.6—2.5)

+ (500 + 200)4i6 = 281.75$

Si el mecanico trabaja a velocidad f# = 6.13 maquinas/hora y se le paga un incentivo A el
costo de esa operatoria sera:

1 A
+ (500 4 200 + A)—— = 56.17 + 114.19 + ——

Costo(6.13) = 500 :
0sto(6.13) 6.13(6.13 — 2.5) 6.13 6.13

O sea Costo(6.13) =170.36 + 6;‘13 de donde para que toda la operatoria a la nueva
velocidad sea mas barata debe ocurrir que:

281.75 > 170.36 + % De aqui A < 682.82$. Entonces ¢l incentivo podria ser de
hasta 682.82 $ sin que pagarlo incremente los costos actuales.

Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 4- Frente a la ventanilla de franqueo de una oficina de correos se presentan 70
personas por dia (jornada de 10 hs.). Se atiende en promedio a 10 personas por hora.
Asumiendo las hipotesis convenientes, determinar:

a) Longitud media de la cola frente a la ventanilla.

b) Probabilidad de que exista una fila de mas de 2 personas.

c) Tiempo promedio de espera en el sistema y en la fila.

d) Probabilidad de tener que esperar.

Ejercicio N° 5- En una estacion de abastecimiento de oxigeno liquido de una planta quimica
en la que se utiliza transporte por tanques semiremolque, se sabe que el costo del tiempo de
espera de cada tanque para ser abastecido es de 40.000 $/hora, mientras que el costo horario
de llenado de cada tanque es de $10.000. Si los tanques arriban a razon de 2 por hora, ;cual
es la velocidad de despacho que hace minimo el costo operativo total? (suponemos arribos
Poisson y tiempos de servicio exponenciales)

Ejercicio N° 6- Una planta textil posee 30 telares, se requiere la presencia de un operario para
la atencion permanente de las maquinas (arreglo de desperfectos). Se supone que las roturas
verifican las hipotesis de Poisson con una media de 3 roturas por dia. La empresa debe elegir
entre contratar al operario A o al operario B. A cobra $400 por dia y arregla un promedio de
5 maquinas / dia (servicio exponencial), mientras que B cobra $900 por 7 maquinas / dia.



Una maquina detenida (tiempo no productivo) origina a la empresa un costo de $700 diarios.
(Cual serd el operario elegido?
Hipotesis simplificadora: N > 20 poblacion infinita.

Ejercicio N°7- En una gran empresa se examina el departamento de despacho ya que muchas
veces se producen retrasos en las entregas. Los datos evidencian que el tiempo empleado en
despachar los envios constituye el 51% del tiempo. Se supone que las 6rdenes de envio llegan
a la seccidn a razon de 5,75 por hora (y satisface Poisson).
a) (Cudl es la probabilidad de que la seccion esté inactiva?
b) (Cual es la longitud media de la cola?
c) (Cual deberia ser aproximadamente la tasa de servicio para que la longitud media

de la cola fuera = 0,12 (punto doce)?

Si se sustituyeran las mecanografas actuales que escriben 75 palabras por minuto, por otras
que escribieran 100 palabras. ;Cual seria el nimero medio de mensajes esperando a ser
mecanografiados?

Ejercicio N° 8- Sea un modelo de colas (Poisson- exponencial) con A=3 cl/m y pu=5 cl/m.
(Cuadl es la probabilidad de que no haya ningun cliente en la cola?

Ejercicio N° 9- Suponga una maquina automatica expendedora de bebidas gaseosas. El
tiempo que tarda en satisfacer el pedido de los clientes es de 68 segundos (deterministico).
Si la llegada de los clientes puede considerarse Poisson con A=0,3 cl/minuto. ;Cudl sera el
tiempo medio de permanencia del cliente en el sistema?

Ejercicio N° 10- Un cerrajero hace llaves “en el acto”. Los clientes llegan con una tasa media
de arribos igual a 0,08 clientes por minuto, siguiendo aproximadamente una ley de Poisson.
Como en el vecindario hay otras cerrajerias, el cerrajero desea que por lo menos la mitad de
sus clientes no tengan que esperar. En tal caso, ;qué velocidad debe imprimir a su trabajo, o
sea como debe ser, en promedio, el tiempo de servicio? (Asumimos distribucion
exponencial).

Ejercicio N° 11- Modelo de una sola cola (Poisson-exponencial). Si A clientes / minuto mide
la tasa media de arribos. ;Como debe ser el tiempo medio de servicio para que por lo menos
la mitad de los clientes no tenga que esperar?

Ejercicio N° 12- Se sabe que P(n < 1) =0,36 ;Cual es la probabilidad de canal ocioso?

Ejercicio N°13- En un servicio de mecanica ligera al paso los automoviles llegan, en
promedio, para un cambio de aceite cada 15 minutos. El servicio trabaja con una atencion
media de 48 automoviles en la jornada de 8§ hs.

a) asuma las hipotesis convenientes para modelar este servicio y explicitelas.

b) Halle la cantidad esperada de automdviles en el sistema suponiendo que hay un
solo servidor y halle el tiempo esperado de espera para ser atendido.

c) (Cuadl es la probabilidad de que haya cola frente al servidor?



d) Si los automoviles llegaran en promedio cada 10 minutos en que porcentaje
tendria que aumentar la velocidad de servicio para mantener igual el tiempo
medio de la espera para ser atendido.

Ejercicio N° 14- En un sistema de atencion de una sucursal bancaria, los clientes llegan a razoén
media de 10 por hora. Los tiempos de atencion son, en promedio, de 2 minutos por cliente.
Asumiendo las hipotesis convenientes se desea establecer:

a) Probabilidad de que un cliente no tenga que esperar al llegar al banco.
b) Probabilidad de que haya cola frente a la caja.
c¢) Sise calcula que la hora promedio del cliente vale 508 y que cada hora de atencion
del cajero vale 10$ ;cual es el costo econémico promedio de la transaccion por
cliente?
d) ¢En que porcentaje deberia aumentar la velocidad de atencion del cajero para que
dicho costo disminuyera un 10%?
Ejercicio N° 15- E1 40% del tiempo que un automovil taximetro permanece en un servicio
de lavado corresponde a la espera en ser atendido. Si los automoviles se atienden a razéon
media de 3 por hora se desea establecer el costo promedio que representa para cada taxi su
paso por el servicio. El lavado de cada vehiculo cuesta 30 pesos y el costo de no estar
trabajando se estima en 50$ por hora.

Ejercicio N° 16- Un operario repara equipos electrogenos a razon media de 4 por dia en su
jornada laboral de 8 hs . En el mismo lapso horario se descomponen 2 equipos en promedio
cuyo costo por hora de inactividad es 500 $. La hora del operario tiene un valor de 50 $.
Asumiendo las hipotesis necesarias calcular el costo promedio de tener un equipo fuera de
servicio.

Ejercicio N° 17- A una cabina de peaje llegan vehiculos segin un proceso de Poisson, con
una media de 90 vehiculos por hora. El tiempo en pasar por la cabina se distribuye
exponencialmente con un promedio de 38 segundos. . El concesionario se plantea reducir
este promedio a 30 segundos instalando dispositivos de cobro automético siempre que se
satisfagan dos condiciones: que la cantidad promedio actual de vehiculos en el sistema sea
mayor que 5 y que el porcentaje de tiempo ocioso de la cabina con el nuevo dispositivo sea
menor que el 10%. Con estas condiciones; /se puede justificar la instalacion del dispositivo
automatico?

Ejercicio N° 18- Un cajero automatico ubicado en un aeropuerto recibe clientes a razon
media de 10 por hora durante todo el dia. Con el software actual el cajero atiende a cada
cliente en un promedio de 3 minutos a un costo estimado de 10 pesos por minuto. Un nuevo
software podria atender a cada cliente en un promedio de dos minutos, pero su costo estimado
seria de 12 pesos por minuto de atencion. Por otra parte, el banco ha evaluado que el tiempo
que emplea el cliente para toda la operacion, en relacién con la imagen de eficiencia del
banco, en 1 peso por cada minuto. Se desea entonces saber si en términos de costos para el
banco es conveniente renovar el software.



IV- Teoria de Inventarios

IV.1 Introduccion

La acumulacion de distinto tipo de mercaderia a efecto de satisfacer una ulterior
demanda es una practica habitual en la industria y el comercio. En el caso de la fabricacion
de un bien, por ejemplo, un automovil, es posible establecer politicas de abastecimiento de
sus elementos constituyentes que aseguren la disponibilidad en el tiempo y la forma en que
el proceso lo requiera. Similar cosa ocurre en el comercio cuando, por ejemplo, un
supermercado, desea ofrecer a sus clientes un determinado articulo garantizando su
existencia en la cantidad y el momento en que lo demanden. En ambos casos el objetivo de
cubrir la demanda de manera adecuada genera la necesidad de tener un stock.

Toda politica de stock o inventario requiere como paso inicial un andlisis de la
demanda del articulo que ha de acumularse. En oportunidades, la cantidad de articulos que
van a ser demandados en un periodo de tiempo se conoce de antemano con cierta certeza.
Por ejemplo, si van a fabricarse 500 automoviles en el mes, se hardn necesarias 500 palancas
de cambio en ese periodo. Otras veces ocurre que solo puede establecerse una distribucion
de probabilidades para el numero de articulos que seran requeridos en un lapso de tiempo.
Aqui puede pensarse, por ejemplo, en un kiosco de revistas que estima que, durante el mes,
con distinta probabilidad, puede vender 10, 12 o 18 ejemplares de una publicacion. Desde el
punto de vista de la representacion matematica del sistema de inventario se emplean dos tipos
de modelos; deterministicos, cuando hay una demanda conocida fija, o estocasticos, si solo
se tiene una idea probabilistica de la demanda o directamente no se la conoce. En cualquier
caso, el modelo que se utilice debe ayudar a tomar una decision sobre con que cantidad de
articulos formar el stock y cada cuanto renovarlo. Tal decision suele basarse en el criterio de
minimizar el total de los costos que estdn implicados en la formacién, mantenimiento y
disponibilidad del inventario necesario para satisfacer la demanda. Para ello hace falta
entonces, ademas del analisis de la demanda, un estudio sobre los costos de toda la operatoria.

Los costos a considerar se detallan en forma sucinta a continuacion:
a) Costo de pedido y organizacion

Puede involucrar los costos de preparacion de maquinas, las tareas
administrativas y de facturacién necesarias para integrar la partida de articulos que se pida
para formar el stock. Este costo no depende de la cantidad de articulos que integren el lote a
pedir.
b) Costo de compra unitario

Incluye el costo de la mano de obra, los costos fijos, el costo de la materia prima
y el de envio, todos prorrateados por cada unidad o articulo.
¢) Costo de retencion o posesion

A veces denominado costo de mantenimiento en stock comprende, por cada
unidad en un periodo de tiempo, los costos de almacenamiento, seguros, impuestos,
descomposicion y obsolescencia. Ademas, incluye el costo de oportunidad calculado sobre
el capital invertido en la mercaderia que se obtiene de acuerdo al interés financiero que se
sumaria a ese capital si no estuviera retenido en cada articulo.
d) Costo de escasez o agotamiento

También llamado costo del déficit, aparece cuando se pospone la satisfaccion
inmediata de pedidos sobre el stock. En un extremo podria ocurrir que cada pedido de un



articulo que quedara pendiente no involucrara pérdida alguna; en el otro podria darse
que cada demanda de un articulo que no fuese satisfecha conllevara una pérdida. Esto
se trata de resolver estimando un costo por articulo para una situacion intermedia. Por
ejemplo; por la mafnana 5 personas solicitan una caja de un remedio en la farmacia cuyo
stock se ha agotado. El vendedor promete tener cada caja esa tarde. Pero a la tarde sélo
regresan 3 clientes para comprar efectivamente el medicamento, por lo que se han
perdido dos ventas. Estas pérdidas se pueden prorratear por articulo en la unidad de
tiempo para establecer el costo del déficit surgido al agotarse el medicamento si bien
no es siempre sencillo calcular tal cantidad.

Un analisis més pormenorizado de los costos cae fuera del contenido y objetivos de
esta exposicion que, a efecto del modelado, partird de la base de considerar ya adecuadamente
calculados los costos de pedido, unitario, mantenimiento 'y déficit.

La idea general es construir una funcién que relacione adecuadamente el costo total
con el lote que forma el stock, para hallar entonces el tamafio del lote que garantice el costo
minimo y el tiempo 6ptimo que debe transcurrir hasta el proximo pedido. Tal funcion habra
de establecerse con arreglo a ciertos supuestos iniciales sobre la demanda, y algunos otros
aspectos, que variaran segun el modelo considerado. En suma, se trata de contestar dos
preguntas ;Cuanta mercaderia incorporar al inventario? y ;cada cuanto hacerlo? para que el
costo total sea minimo.

IV.2 Modelos con demanda conocida

Supongamos que se conoce la cantidad de articulos que habra de solicitarse al stock
en una cierta unidad de tiempo. Por ejemplo; la fabrica de automoviles requerira 500 palancas
de cambio en el mes. Mas alla de que esta demanda mensual se mantenga constante a través
del afo, se puede suponer que la extraccion diaria de palancas de cambio es proporcional a
la demanda del mes. Asi, si el stock de palancas de cambio tiene un determinado tamafio
inicial, habra de disminuir siguiendo una pendiente lineal en forma diaria. En tal caso se dira
que la demanda es uniforme.

Otro aspecto a tener en cuenta es la forma en que se revisa el stock a fin de
actualizarlo. Existen dos posibilidades: la cantidad de articulos existentes se actualiza cada
vez que se extrae un articulo del stock o la actualizacion se produce a intervalos fijos de
tiempo, en el caso de la fabrica de automoviles, por ejemplo, semanalmente. Si la
actualizacion se realiza segun la primera alternativa, se dice que el inventario es revisado en
forma continua.

Los modelos que presentaremos en forma general dentro de este apartado responden
a los supuestos de demanda uniforme y revision continua.

IV.2.1 Modelo de Stock Simple sin Déficit

La demanda uniforme puede expresarse por una tasa de extraccion que informa

cuantas unidades se retiran del stock en cada unidad de tiempo. Llamaremos a a dicha tasa
unidades

que estd expresada en . La caida lineal del stock y la revision continua, se

unidad de tiempo
acompafian aqui con la suposicion de que no puede existir agotamiento o déficit sobre el
stock. Es decir; no puede haber pedidos pendientes y por ende cuando el stock se agota debe



contarse inmediatamente con una nueva partida para satisfacer la demanda. La Grafico 1
ilustra tal operatoria del inventario a través del tiempo.
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Al comenzar la actividad del sistema se tienen en stock ( unidades que conforman

el lote de inicio. Este nivel baja a razon de a unidades por cada unidad de tiempo
transcurrida. Los distintos niveles del stock quedan entonces graficados por el segmento de
recta que representa la ecuacion:

Nivel de Stock = Q —a Xt

La variable ¢ indica el tiempo transcurrido desde el inicio de la operatoria. Es decir; en el
instante inicial # =0 se tiene, como se ve en la Grafica 1,

Nivel de Stock = Q — a X t = Q. Al continuar la operatoria cudndo el nivel de stock llega

0

a 0, se tiene Nivel de Stock = Q —a Xt = 0 y al despejar resulta  ==. Llegado este
a

momento se debe pedir un nuevo lote de tamafio Q que disminuira de la misma forma hasta

0

0 y asi. Hay que advertir que la magnitud = queda efectivamente expresada en tiempo lo
a

unidades
) 1 ) ) )
ue resulta del cociente - =unidadesdetiempo. Por otra parte el tiempo
q unidades P p p
unidadesdetiempo
transcurrido desde el instante inicial =0 hasta 7 = 2 es el llamado ciclo del stock.

a
Todo el anélisis anterior ha comenzado al suponer que el tamafio inicial del lote es
Q. (Es éste un valor fijo?, y si no lo es ;de que depende su eleccion? Distintos valores
iniciales de Q conducirian a distintas graficas para la operatoria del inventario con diferentes

longitudes para los ciclos aunque con la misma pendiente de los segmentos proporcionada
por la tasa de extraccion a . La Grafica 2 muestra esta situacion.
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Como apuntamos en la introduccion, se busca llevar el stock con el minimo costo de
manera que podemos preguntarnos acerca del tamafio de lote nos conducira a ¢él. En otras
palabras, cada uno de los “serruchos” dibujados superpuestamente en la Grafica 2 estd
asociado a un costo de la operatoria y estamos interesados en hallar al menos un valor de Q

0

que haga ese costo minimo. Tal valor permitira también calcular la duracion = del ciclo
a

correspondiente. Si asi hacemos habremos contestado las preguntas sobre que tamafio debe
tener el lote y cada cuanto debe renovarse el stock para que el costo de la operatoria sea
minimo.
Un enfoque en general nos llevaria a considerar primero el costo que asumimos en

un ciclo. Asi resulta:
CQ) =k+c0+h%%=k+cQ+rL

- a2 2a
Este costo por ciclo considera que para integrar la cantidad Q en el stock al principio se ha
tenido que pagar, por una unica vez en el ciclo, el costo k de pedido o preparacion que fue
detallado mas arriba. A este se suma el costo de adquirir Q articulos cada uno de los cuales
tiene un costo unitario c estableciéndose entonces la cantidad cQ por los Q articulos a precio
individual c. Finalmente se adiciona también el costo de mantenimiento. Para calcularlo se
observa que, al principio del ciclo, digamos en el instante 0, el nivel del stock es Q mientras
que al final del ciclo el nivel de stock es 0. La disminucion de este nivel de stock desde Q
hasta 0 se ha producido en forma directamente proporcional al tiempo transcurrido de modo
que para simplificar la cuenta podriamos considerar que el stock se mantiene en forma

constante durante todo el lapso de tiempo % en una cantidad promedio (Q + 0)/2 = Q/2

como se muestra en la Grafica 3 .



Grafica 3

7

Q/a tiempo

Con esto tendriamos que considerar en cada unidad de tiempo el costo h Q/2 y

como la cantidad de unidades de tiempo del ciclo es % resulta que el costo de mantenimiento

en el ciclo es h%% = h% Asi el costo total del ciclo queda C(Q) = k + cQ + h%

Sin embargo, esta formula hallada para el costo por ciclo no revela ain como
decrece el stock en la unidad de tiempo que se considere, ya sean dias, semanas o afios. Para
considerar el costo en la unidad de tiempo hace falta dividirla por la duracion en unidades de
tiempo del ciclo. Asi obtendremos la expresion del costo por unidad de tiempo en funcioén
del nivel que en cada momento tenga el stock.

QZ
_(;(Q)_k+cQ+hz_ka Q
T(Q)— Q = —E+ca+h5

Q|

a

k
Es decir T(Q) = Ka + ca + h% resulta la formula del costo por unidad de tiempo.

Este costo resultara minimo para un cierto valor de Q que denotaremos como Q™.
Utilizamos el calculo diferencial de una variable haciendo 0 la derivada de la funcion de

costo por unidad:
dl ka h

2420
dQ Q? + 2
Obtenemos — % +g = 0 y despejando Q% = % Para hallar Q* debemos considerar solo

la raiz cuadrada positiva de Q pues una cantidad negativa no tendria sentido como respuesta.
Al ser positivas todas las cantidades involucradas en el calculo, la derivada segunda resulta

d2T ka
— =2——7—>0
aq? lo=2gk = 2 (s,

. . 2ak .. .. « .
Se tiene entonces que Q* = + % realiza el minimo costo T (Q™). El ciclo que produce el

- : Q" .
costo minimo dura entonces un tiempo t* = - Obsérvese que hemos contestado las dos

preguntas que propusimos: Q* es el tamafio 6ptimo del lote a pedir y t* la duracion optima
del ciclo pues ambas aseguran el costo minimo.



Ejemplo 1: La Libreria Universitaria tiene una demanda constante de 18000 ejemplares de
un manual de economia por afio. Esta demanda se satisface sin acumulacion de atrasos. Cada
pedido a la editorial proveedora cuesta 30 pesos y el mantenimiento en existencia de cada
ejemplar es de 50 centavos mensuales. Suponiendo un afio de 300 dias laborables:

a- (Cudl es el nivel de inventario y el tiempo 6ptimo entre pedidos?

b- ;Cuantos pedidos anuales deben hacerse?

c- Siel costo de cada libro es de 5 pesos ;Cual es el costo total anual?

a- El primer asunto con el que nos topamos es la necesidad de trabajar todas las
cantidades en un mismo sistema de unidades. No es posible considerar algunas
variables en pesos y otras en centavos o algunas en afios y otras en meses, por
ejemplo, asi que debemos unificar nuestras medidas. La eleccion de las unidades debe
entonces hacerse con el arte necesario para simplificar todas las cuentas en lo mas
que se pueda y no para complicarlas de modo que, en este problema en concreto, ese
arte, que se aprende con la practica solamente, nos indica que debemos trabajar en
pesos y aflos. Interpretando las cantidades del enunciado quedan entonces:

k=30%

c=5%/libro

h=(0,5%/libroxmes)x 12 meses=6$/libroxano

Es importante entender que en la practica comercial la notacion $/libro expresa una division,
aunque se “lea” como “pesos por libro” induciendo al error de considerarla una
multiplicacion.

Para calcular el nivel de inventario 6ptimo al comienzo del ciclo hacemos:

libros
. [2ak _ [2x18000—="=x30$ 1180000 librosxlibrosxediox$
h 6 $ B afox$
libroxafio

Q* = /180000 libros2 = 424,26 libros

Esta claramente es una respuesta tedrica pues en la practica la cantidad debera redondearse
correctamente por exceso o defecto al valor entero més proximo. En este caso Q" =
424 libros. Hay que aclarar que el redondeo debe hacerse con buen criterio observando en
cada caso las unidades. Si por ejemplo se tratara de pesos quizas pudiera convenir observar
hasta el centavo, sobre todo si el costo o beneficio que represente la cantidad en cuestion
fuera a darse repetidas veces.

El tiempo Optimo entre pedidos no es otra cosa que la duracion del ciclo de modo que

Q@ _ #2426libros _  gy3py Hbresxaio _ ) 193570805

a 1800042798 U
ano

Se ha indicado que el afio laboral es de 300 dias lo que se corresponde con meses de 25 dias

(% = 25). Entonces: t* = 0,02357afos = 0.02357x12 meses = 0.28284 x25 dias =

7,07 dias y redondeando t* = 7 dias
Este ultimo cambio de unidades permite interpretar mejor la duracién del ciclo y por eso se
lo ha realizado, aunque en términos de calculo no fuese necesario.

calculamos t* =



b- Si deben pedirse a la editorial 424,26 libros cada 7,07 dias ( aqui se toman las
cantidades sin redondear para que al final resulten més exactos los célculos) la

. . . : 300
cantidad de pedidos anuales se puede calcular por medio del cociente =
42,43 pedidos . Esta cifra requiere también una interpretacion como se ve en la

Grafica 4
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En un afo exacto se consumen 18000 libros. En efecto si hacemos el producto
424,26 libros x 42,43 = 18001.35 = 18000 atribuyendo la imprecision a las
aproximaciones por redondeo realizadas. Ahora bien; si se hicieran 42 pedidos no se cubriria
la demanda del afo pues se llegaria hasta el dia 297 con stock solamente. Pero ese dia se
realiza el pedido 43 que por la revision continua supuesta llega en el acto. De este pedido se
consume solo una parte hasta completar los 300 dias del afio. De modo que aqui el redondeo
correcto sobre el nimero de pedidos es 43.
c- La unidad de tiempo que utilizamos inicialmente fue el afio. De tal modo si
empleamos ahora la formula para el costo por unidad de tiempo podremos conocer el
costo total anual.

libros
(@) = ka L Q_ 30$x18000 — =~ s S eopolibros o 8 424,26 libros
Q=g teathy == rs6libros libro ™ ano | libroxafo 2

$
= 92545,58 —
afo

IV.2.2 Modelo de Stock Simple con Déficit

Aun bajo los supuestos de demanda uniforme y revision continua una
situacion que puede presentarse es que se admita déficit al llevar el inventario. Esto quiere
decir que se reciba demanda sobre el stock y que ésta no sea satisfecha en forma inmediata,
sino que se deje incrementar el faltante hasta que un nuevo lote cubra el mismo y lleve el
nivel de stock otra vez al valor 6ptimo. Es decir; el tamafio Q del lote a pedir debera llevar el
stock a un nivel 6ptimo S cubriendo primero un déficit D que se ha permitido. La Grafica 5
esquematiza la cuestion.
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La tasa de extraccion del stock es a y por lo tanto al ser la demanda uniforme el inventario
cae con esa pendiente desde un nivel original S. El déficit resulta la diferencia entre el tamafio
Q del lote pedido y el nivel de stock S, D=Q-S. Si el nivel de stock esta en 0 resulta:

. s . .
S—at=0 lo que ocurre a un tiempo t = — que surge directamente al despejar. Por otra

parte, si se ha alcanzado el total del déficit D, la ecuacion de la recta revela que

S —at = —D es decir;

S—at=—(Q—S)=S—Q yentonces: —at = —Q .

Por lo tanto t = % resulta la duracion del total del ciclo desde que el inventario estaba en

nivel S hasta que alcanz6 el déficit D.

Por supuesto permitir un déficit tendrd un costo. En el presente modelo ese costo
se estipula segun cada unidad faltante en cada unidad de tiempo. Se considera entonces una
cantidad p, costo del déficit, de tal forma que sus unidades son
$/unidad x unidad de tiempo

Obsérvese ahora que D=Q-S puede variar segun los valores que adopten las
variables Q y S, por lo tanto, el costo total al llevar el stock dependera de ambas. La Grafica
6 muestra alternativas distintas para valores de Q y S para una misma tasa de extraccion a.
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Al adicionar a las cantidades ya incorporadas en el modelo anterior los valores
de S, nivel de stock, y p, costo del déficit, surge el costo por ciclo que depende ahora de las
dos variables Q y S:



_ $2 . (@-5)
CS,Q) =k+cQ+h—+p=—

Hay que observar que para llegar al nivel de stock S deben adquirirse Q
articulos, cada uno a precio c, por lo que cQ es el costo asociado con esto, al que debe sumarse
el costo de preparacion k. Ademés hay que considerar que desde el inicio del ciclo hasta que
transcurre el tiempo S/a hay mantenimiento del stock que se calcula en promedio S/2 por lo

- . ss 52 e .
tanto el costo de mantenimiento en el ciclo es h;; = hZ' A su vez el déficit que comienza

en 0 a tiempo S/a alcanza el valor D al llegar al instante Q/a siendo en promedio % =2=

2
(Q— ) (Q s) S\ _ . (@=5?%
(a ;) =P 2a
todos los costos considerados resulta C(S,Q) el costo por ciclo.
Para hallar la formula del costo por unidad de tiempo hay que tener en cuenta

que el ciclo dura en total Q/a unidades de tiempo. Por lo tanto, se obtiene:

por lo que el costo del déficit en el ciclo es p . Asi al sumar

_C(5,Q) _ka DN CRD
a

La expresion resultante es funcion del tamafio del lote a pedir Q y del nivel 6ptimo de stock
inicial S. Se trata entonces de encontrar valores Q* y S*que realicen su minimo. Para ello se
plantea el par de ecuaciones en derivada parciales

a ] . o

% =0 y az 0 de donde se obtiene el punto  critico
k rh . k .,

Q" = \/2% \/% , ST = \/2% \/p%) . Al reemplazar ambos valores en la expresion del

determinante Hessiano, resulta H(Q*,S*) > 0 lo que indica la existencia de un extremo que
2

. ., 82T
se comprueba minimo de la funcion al notar que — 307

detalle de los célculos para hacer mas agil la exposicion. En suma, hemos obtenido férmulas
para el tamano del lote Q* y el nivel de stock inicial S* que hacen de T(Q*, ™) el minimo de
la funcion de costo por unidad de tiempo del stock.

lg.s=¢*s* > 0. Hemos obviado aqui el

Ejemplo 2: Una farmacia tiene una demanda de 100 cajas semanales de un analgésico cuyo
mantenimiento insume 10 centavos diarios por caja. El costo de la orden de pedido al
proveedor es de 503, el de cada caja de 10 $ y la empresa prefiere admitir déficit en su
stock con un costo calculado de 1$ por caja y por dia. La farmacia atiende al publico de
Lunes a Domingo inclusive y se desea estimar:

a- La politica ptima para llevar el inventario bajo estas premisas.

b- Costo mensual de la misma.

c- ¢(Le convendria mas a la farmacia operar sin permitir déficit?

a- Una vez que se pasan los costos de mantenimiento y déficit a semana haciendo h =
$ $

0.10 ———X 7dias = 0.70 ————y
ca]axd cajaxsemana
p=1———Xx7dias =7 —— i , se puede calcular Q" =
cajaxdla cajaxsemana

J2X1°°X5°J°7+7 = 119.52 x 1.05 = 125.49 ~ 125 cajas que es el tamafio



optimo del lote a pedir. Obsérvese que el factor 119.52 representaria el tamafio

optimo del lote si no se admitiera déficit. Por otra parte el ciclo de repedido estaria
Q* _ 12549
en— =

a 100

b- Para calcular el costo mensual conviene suponer que la operatoria de la farmacia se
realiza en un afio comercial de 360 dias y que por lo tanto consideraremos un mes de
30 dias. Asi un ciclo de 1.25 semanas de duracion equivale a uno de 1.25 X 7 dias =

30 dias .
— = 3.43 ciclos.
8.75dias

Al tener en cuenta que el nivel 0ptimo de stock es S*=

119.52 x /077+7 = 119.52 X 0.95 = 113.54 = 114 cajas  se calcula el costo por ciclo

= 1.25 semanas.

8.75 dias. De tal forma en el mes de 30 dias entrarian

como:
0.7 x 1142 7 x (125 — 114)2
C(114,125) =50+ 10 x 125 + 5% 100 + 5% 100 = 1348.32%
Finalmente, el costo mensual resultara de multiplicar el costo del ciclo por la cantidad de
ciclos que caben en un mes. Costo Mensual =
1348.32 x 3.43ciclos = 4624.74$%

c- Si no se admitiera déficit el lote Optimo seria, como se apuntd en a-, Q* = 119.52.

. . , * 119.52
Por lo tanto, el ciclo de repedido seria de % = oo

equivalente a 1.20 X 7 = 8.40 dias. De esto se desprende que la cantidad de ciclos

= 1.20 semanas, lo cual es

, 30 )
en el mes seria 520 = 3.57 ciclos

Calculando ahora el costo por ciclo sin déficit se tiene €(119.52) = 50 + 10 x 119.52 +

0.7x119.522 . . s
0 = 1295.2$. El costo mensual sin que se permita déficit es entonces:

1295.2 x 3.57 = 4623.86.

Resulta entonces que el costo mensual de la operatoria con déficit, calculado en b-, de
4624.74 § es muy parecido al de la modalidad de no admitir déficit alguno, 4623.86. Por lo
tanto, a la farmacia no le convendria modificar su forma de venta si ello implicara algtin costo
adicional en la adaptacion al nuevo sistema.

1V.3 Un modelo con restricciones de almacenamiento

Vamos a analizar ahora un interesante caso. Se trata de la situacion en la que se
acumulan varios tipos de articulos para satisfacer, sin permitir déficit, la distinta demanda
que cada uno pueda tener a la vez que se cuenta con una cantidad limitada de espacio total
para almacenarlos.

Para ilustrar el razonamiento comenzamos suponiendo que deseamos acumular un
solo tipo de articulo. En tal caso, a las cantidades involucradas en el modelo de stock simple
desarrollado en IV.2 1- habré que agregar que el espacio total disponible, medido en unidades
de volumen o de superficie, es / y que | es la cantidad de espacio ocupada por cada articulo
en cuestion. Resulta entonces que la restriccion de lugar fisico quedara expresada por la
desigualdad IQ < L donde Q es la cantidad optima a pedir y también, en este caso, el nivel
maximo que alcanzara el stock.

Ahora bien; Q se calcula minimizando el costo por unidad de tiempo T (Q). Por lo
tanto, la restriccion adicional incorporada fuerza a la construccion de una funcion que la
tenga en cuenta, segin el método del multiplicador de Lagrange. Asi resulta:



MT(Q,1) =T(Q) — A(lQ — L) = l;—a +ca+ %Q —2(10 - 1L)

Basta ahora con derivar respecto de las respectivas variables e igualar a 0 para
encontrar los puntos criticos de esta funcion bivariada:

6MT_—ka+h -0
a0 Q% 2 B
oMT _ IQ+L=0
or ¢ B

. . . 2ak
Entonces despejando de la primera ecuacion obtenemos: Q* = ’h i

Haciendo las cuentas se comprueba que el determinante Hessiano es
constantemente negativo, pues / es una constante, y por lo tanto no hay un extremo (méaximo
o minimo) que quede definido claramente para tal punto. En efecto, no se cumple la condicion
de suficiencia para la existencia de extremo en ese punto pues:
2ak
e
-1 0

=-1?<0

Sin embargo, como la condicion del determinante Hessiano positivo no es
necesaria, basta determinar un valor del multiplicador que, junto con la cantidad Q™ realice
un minimo de la funcion MT(Q, A) para resolver el problema. Hay que observar que con A <
0, cuanto mas grande sea su valor absoluto més chico se hard Q, aunque siempre positivo.
Resulta entonces que el valor de Q* podra calcularse variando heuristicamente A hasta que
se cumpla con la restriccion de lugar [Q* < L

En el caso expuesto hasta aqui Q" pudo determinarse directamente utilizando la
formula de la restriccion. Sin embargo, esto no seria tan sencillo si hubiese que pedir
cantidades diferentes de distintos tipos de articulo y el lugar para almacenarlos siguiera
estando restringido a L. Suponiendo que I; es el espacio que ocupa cada articulo de tipo i, y
que Q; es el tamaifio 6ptimo del stock para ese tipo de articulo, siendo n el numero de tipos
de articulos a inventariar, la restriccion de espacio queda: Y,;-; ;Q; < L

Para cada tipo de articulo i podria hacerse una deduccion similar a la anterior y

2kia; , .
llegar a que: Q; = /hl——;/{ll donde ki, aj, hi y 1i son, respectivamente, el costo de la orden de

pedido, la tasa de extraccion, el costo de mantenimiento y el lugar que ocupa cada articulo,
para el tipo i.

En este caso se busca heuristicamente el valor de A para determinar una
combinacion adecuada de articulos de cada tipo (Qq,Q,, Qs,...,Q,) que satisfaga la
restriccion Y-, [;Q; < L

Ejemplo 3: En una industria se fabrican dos productos a los que corresponden los siguientes
datos:

P1 P2
Costo de fabricacion $/unidad 5 8
Costo de emision del lote: $ 6000 8000
Demanda mensual constante: unidades/mes 12000 18000
Espacio ocupado por unidad: m3/unidad 0,05 0,06
Costo de almacenamiento: $/unidad mes 0,04 0,08



Determinar los lotes optimos:
-a  Sino hay restriccion de espacio
-b Si el espacio disponible es igual al 70% del volumen total medio ocupado en el caso —a

a- Para cada producto puede calcularse el lote 0ptimo mediante la formula Q;, =

2kia; . 1 1
/—h ‘2/1‘1 . De tal forma, teniendo en cuenta que en este caso no hay restricciones
=22l

: L [2 6000x12000
de espacio para el Producto 1, el lote 6ptimo es Q, = % =

60000

Similarmente para el Producto 2

\/2 x 8000 x 18000
2 —

= 60000

0.08

b- El volumen ocupado por las Q; = 60000 unidades del Producto 1 es Vo1 =
60000 x 0.05 = 3000 m?

El volumen ocupado por las @, = 60000 unidades de Producto 2 es Vo2 =
60000 x 0.06 = 3600 m*

Resulta entonces que el 70% del volumen promedio es L=
0.7 x 30002ﬂ = 2310 m®> Por lo tanto hay que encontrar las cantidades Q; y Q,
que a la vez que satisfacen (0.05x Q, +0.06 X Q,)/2 <

2310 realicen el minimo del costo por unidad de tiempo.
Para empezar, observemos que ese costo resultara de:

MT(Qy, Q2 2) = S22 4 5 x 12000 + 2 Q, + S22 4 8 x 18000 + 22 Q, —
1 2

A((0.05Q, + 0.06Q;,)/2 — 2310)

Si A va disminuyendo, es decir creciendo en valor absoluto, las cantidades Q. =

2X6000X12000 2x8000X18000 . , .. . ,
————— y (@, = |—————— irdn disminuyendo hasta que en algin momento
0.04—2X2X0.05 0.08—2X1X0.06

se cumpla que:

(0.05x Q; +0.06 x Q,)/2 < 2310

La busqueda de estas cantidades se denomina heuristica pues se va acercando por
aproximacion a los valores adecuados.

) 0, Q, (0.05 X Q; + 0.06 X 0,)/2
0 60000 60000 3300
0.2 48990 52623 2803
0.3 45356 49827 2629
0.4 42426 47434 2484
0.5 40000 45356 2361
-0.52 39563 44972 2338
-0.53 39350 44784 2327
-0.55 38933 44414 2306
-0.547 38995 44469 2309




2X6000%12000
0.04—2x%(—0.547)x0.05

Asi adoptamos como respuesta aproximada Q; = J =38995y Q,=

= 44469

2x8000%18000
0.08—2x%(—0.547)%0.06

Ejercicios resueltos

Ejercicio N° 1- La demanda de cajas (estuches) de una casa de regalos es de 8000 por afio.
El costo de almacenamiento por unidad y por afio es de $1,20 y el costo de ordenar una
compra es de$400. No se permite déficit; el reemplazo es instantaneo. Determinar:
a) Lote 6ptimo
b) Numero de pedidos por afio
¢) Tiempo Optimo entre pedidos
d) Si el costo de cada estuche es $5. ;cual es el costo total anual de los estuches?
e) Si todos los demds valores permanecen constantes y varia el costo de
almacenamiento, calcular este ultimo sabiendo que Q* resulta ser igual a 3000
unidades.

Datos:

Demanda a = 8000 unidades/ afio

Costo de almacenamiento h= $1,20/unidad x afio
Costo de orden de compra k= $400

2 0 = ,% _ \/2><8000u/aﬁo><$400 — 2309 unidades

1,20afio
by t'= L= _ (7886 afios ~ 86,59 dias ~ 3,46 meses

a 8000u/anuales

300 dias

86,59 dias

d) TQ) = %+ ca+hd
$400 x 8000u 1,20$ 2309u

T(Q) = 3094 + $5 x 8000u + ” X 7= $42771,28 anual

c) Pedidos anuales: = 3,46 = 4 pedidos

e) Q*= %a (3000 unidades)? = %

_2x8000 unidades x $400

(3000unidades)?
h = 0,71%$/unidades X aio

Ejercicio N° 2- La seccion de compras de una empresa industrial de valvulas de bronce de '2

pulgada ha determinado que el consumo mensual es de 40 unidades. Su precio unitario es de

$500. Si se establece que el ciclo del stock debe durar 60 dias y que se paga $5 por valvula

por dia de almacenamiento y $50 por valvula por dia de atraso en las entregas se pide calcular:
a) El tamafo del lote



b) Cuantas valvulas se venden sin entrega inmediata
¢) Costo en un ciclo

Datos:

Tasa de extraccion: a=40unidades/mes
Costo unitario: ¢c= $500/u

Longitud del ciclo: t* = 60 dias

Costo de mantenimiento: h= $5/unidadxdia
Costo del déficit: p= $50/unidadxdia

*

a) t*=60dias=% t"Xa= Q"

Q" = 2 meses X 40 —
mes

Q" = 80 unidades

40 .
__ 40unidades _ jounidades

b) D=Q*— S*a=

= 1.33 unidades/dia

mes dia
S YT )
Q" = h X P
2k P+ h
2 -
(80)° = A X 2
(80)2_2x1.33kx50+5
B 5 50
(80)? = 2.66k o 55
5 50

k = $10936.46

¢ = 2ak>< P
| h P+h

o = \/2 X 4/3 x 10936.46 50

x —_—
5 55
S*=72,73 =~ 73 unidades

D= Q" — §*=80-73= 7 unidades

— s2 . (@-5)?
©) CS,Q=k+cQ+h_-+p=
2 —73)2
C(73,80) = 10936.46 + 500 X 80 + 5 x —>— + 50 x &7
2x1.33 2%1.33

= 61874.43



Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 3- Un fabricante de accesorios para automoéviles recibe un pedido de 20.000
paragolpes que tienen que entregar uniformemente en el curso del afio (300 dias habiles).
Mantener una unidad almacenada le cuesta $500/afio y el costo de puesta en marcha para
producir cada lote de paragolpes es de $60.000.

a) (Cuadl es el lote optimo que debe producirse?

b) (Cual es el lapso en dias entre tandas de produccion?

c) Si por razones técnicas el fabricante debiera fabricar el 20% mas por lote
(20% menos) ;seria significativa la variacion del costo total?

Ejercicio N° 4- Un comerciante debe atender la demanda de un articulo de gran consumo
(200.000 unidades por aflo) cuyo costo unitario es de $ 50 y desea determinar la politica de
reposicion de stocks que le asegure el minimo costo, sabiendo que el costo administrativo de
cada pedido de compra que emita es de $ 15.000 y que el costo de mantenimiento en stock
es del orden del 30% anual. Calcular Q7, t*, nimero de pedidos por afio (300 dias habiles) y
costo total anual.

Ejercicio N° 5- Un comerciante compra un producto a $ 100 por unidad, debiendo pagar por
almacenamiento $ 5. Por unidad por dia. La orden de compra del producto insume un costo
de $ 3.000 y la demanda del mismo es de 50 unidades diarias durante los 20 primeros dias
del mes y de 20 unidades diarias durante los ultimos 10 dias del mes. Sabiendo que no hay
retraso en las entregas calcular:

a) Nivel de stock transcurridos los 20 primeros dias del mes.
b) Nivel de stock para cubrir la demanda de un mes.
c¢) Costo mensual de almacenamiento.

d) Costo mensual del modelo.

Ejercicio N° 6- Una empresa adquiere un producto cuya demanda se considera constante en
lotes 6ptimos de 5000 unidades. Si el costo de la orden aumenta al doble ;Cual serd el lote
optimo de reposicion? Si el costo de la orden y el costo de almacenamiento por unidad de
producto y por unidad de tiempo aumenta en la misma proporcion. ;{Qué puede decirse de

Q7

Ejercicio N° 7- Retomar el ejercicio 3, ahora sabiendo que ese comerciante estima un costo
mensual de $ 45 por cada unidad que no se disponga en stock. Calcular lote 6ptimo, stock
optimo y periodo de reorden 6ptimo. Computar costos maximos totales.

Ejercicio N° 8- Un fabricante de camisas tiene un pedido de 135.000 camisas anuales. El
costo inicial de produccion es de $ 4.000. Cada camisa tiene un costo de $ 2.300. El costo de



almacenamiento de cada camisa es e $3 por dia. Si hay retraso en la entrega debera pagar una
multa de $1 por camisa por dia de atraso.
a) Calcular el lote 6ptimo.

b) Cuantas camisas se venden con retraso en las entregas.

¢) Tiempo y costo de un periodo.

Ejercicio N° 9- Un concesionario de automoviles tiene una venta diaria de 4 unidades, y sus
costos son: $25.000.000 por unidad adquirida a la fabrica, $20.000 diarios por cada unidad
que estaciona en un garaje que alquila, $100.000 por cada unidad que le solicitan y no entrega
y $300.000 por cada pedido de entrega de unidades que le solicita a la fabrica. Calcular:

a) Cantidad maxima de autos a tener en el garaje que alquila.
b) Porcentaje pedidos no entregados

¢) Cantidad de autos a solicitarle a la fabrica en cada pedido.
d) Costo de penalizacion mensual por autos no entregados.
e) Costo de alquiler mensual del garaje.

f) Costo mensual del modelo de stock.



V- Algoritmos en Redes

V.1 Grafos

En 1735 el célebre matematico suizo Leonhard Euler plante6 y resolvid el
llamado problema de los siete puentes. Partiendo de una cualquiera de las cuatro regiones en
que quedaba dividida la ciudad Konisberg, ;podia establecerse un camino que atravesara
todas las regiones y volviese al punto de origen pasando solo una vez por cada uno de los
siete puentes? La Grafica 1 es un esquema del problema que intentaba resolver.

QGrafica 1

Si bien Euler demostré que no era posible realizar el recorrido sin pasar al menos dos veces
por alguno de los puentes, hizo en realidad mucho mas: determiné las condiciones en las que
cualquier problema similar puede resolverse afirmativamente. De tal forma dio comienzo a
la llamada teoria de grafos que tantas aplicaciones hallara en la ingenieria, entre otros
dominios. En términos modernos el problema de Euler puede expresarse por la Grafica 2.

QGrafica 2.

Aqui se muestra un grafo que modela el problema. Cada punto vi, v2, v3 0 v4 representa un
sector de la ciudad y cada uno de las lineas a, de 1 hasta 7, los diferentes puentes existentes.



En lenguaje matematico, un grafo es una terna (V, A4, ) en la cual V' es un conjunto de
vértices , A un conjunto de aristas y ¢ una relacién de incidencia que vincula un vértice vi
con otro vj a través de la arista a. En simbolos ¢(a) = (v;,v;). En el problema original de
Euler ocurriria por ejemplo que @(as) = (v,,v3) Es decir; as seria un puente entre las
regiones v, y V3. Esta claro que, en este caso, la relacion de incidencia podria haberse escrito
también ¢@(a;) = (v3,v,) pues el puente sirve para vincular las zonas en ambos sentidos.
Ademas ese puente no es el tnico que vincula las dos zonas pues también vale que @ (a,) =
(v,,v3). Es decir, por un lado, dos aristas distintas pueden incidir sobre los mismos puntos
y ademas el orden en que estos puntos se citen carece de importancia. Pero si esto no
ocurriera, si un puente pudiera ser atravesado en un solo sentido, el orden del par de vértices
cobraria significado. No daria lo mismo citar los vértices en cualquier orden y entonces la
relacion de incidencia de denominaria dirigida. Asi un grafo con aplicacion de incidencia
dirigida es un grafo dirigido o un digrafo.

Algunos conceptos adicionales pueden sernos necesarios. Una cadena es una
sucesion de vértices y aristas (vq,aq, v, ...ay—1, V) tal que las aristas son todas distintas y
cada una incide sobre el vértice precedente y sobre el siguiente. La Grafica 3 proporciona el
ejemplo de cadena (vq, aq, vy, s, Us, a4, V4). Se dice que el vértice v; es alcanzable desde el
vértice vy, si hay una cadena que los une. El grafo de la Grafica 3 es conexo pues cualquiera

de sus vértices es alcanzable desde cualquier otro.
Grafica 3

Una cadena cuyo vértice inicial coincide con su vértice final se denomina ciclo. El ciclo
(v1,a4,V3,as5, Vs, Ay, Vy, Ay, V1) se ve en la Grafica 4.



QGrafica 4

Finalmente, un arbol es un grafo conexo, es decir que todos sus vértices estdn conectados, en
el cual no existen ciclos. La Grafica 5 muestra un ejemplo.

QGrafica 5

Cuando cada arco incide sobre un par distinto de vértices, el grafo puede
representarse también por su matriz de incidencia. Esta consiste en un arreglo donde cada
fila representa un vértice y cada columna también. Las celdas de la matriz se llenan con 1 si
hay un arco que incide en el vértice de filay en el de columna respectivos, y con 0 si no. Asi
por ejemplo el grafo de la Grafica 5 es representado por la matriz de incidencia:



01000
10111
01000
01000
01000

La teoria de grafos, vasta e interesante, ha cobrado relevancia pues es aplicable en
muy variados dominios de la ingenieria y las ciencias. En ese contexto modela los sistemas
que tienen estructura de red. De tal modo es comin denominar red a un grafo, nodo a un
vértice y arco a una arista. Ademas, los arcos suelen tener una carga que puede representar
una medida como distancia, peso, flujo etc. También es comun que los nodos sean
nombrados por nimeros, los arcos por letras mayusculas, o incluso invertir esta forma de
denominacion. La carga de los arcos puede anotarse por cantidades sobre los mismos y
cuando un arco es dirigido se representa esta situacion con una flecha cuyo origen es el nodo
inicial y su final el nodo terminal.

V.2 La ruta mas corta

Comencemos con un problema.

En la localidad de Los Antiguos, provincia de Santa Cruz, se proyecta construir,
junto al lago Buenos Aires, un complejo de 8 viviendas turisticas situadas, de acuerdo a las
caracteristicas del terreno, a las distancias que en cientos de metros estan dadas por la
siguiente Grafica 6.

Grafica 6

Las casas estardn interconectadas por caminos de tierra que también seguiran la forma del
diagrama. Sin embargo, como la casa 1 se encuentra en una de las salidas a la ruta desde el
predio y la casa 8 en la otra, se desea asfaltar los tramos de camino necesarios para que ambas
salidas queden vinculadas por una via de circulacion rapida y segura en caso de nevadas o
emergencias. Por tal razon y, también para minimizar costos, es necesario hallar la ruta mas
corta entre ambas casas a efecto de construir el camino.



Esté claro que la red de casas se modela por un grafo donde cada casa es un nodo
y el camino que une cada casa con otra, un arco que puede ser recorrido en ambos sentidos.
Los nimeros dispuestos sobre cada arco en el grafo representan en este caso distancias.

Este tipo de problema puede resolverse utilizando un algoritmo desarrollado en
1959 por el informatico neerlandes Edsger Dijkstra. La idea consiste en hallar el camino
minimo entre dos nodos de un grafo, lo que en este caso aplica para calcular la ruta més corta
entre la casa 1 y la 8. Obsérvese que la red del problema es conexa, todos los nodos estan
conectados, y también es no dirigida, lo que supone que no hay ningtn arco con incidencia
dirigida solamente en un sentido.

El algoritmo trabaja evaluando rutas mds cortas incorporando nuevos nodos en
cada iteracion. Los nodos que se incorporan se denominan resueltos. Cada nodo resuelto
puede estar conectado a uno o varios aun no resueltos. Pero de estos solo se consideraran,
como candidatos a resolver, aquellos cuya ruta desde el origen, que pasa por el nodo resuelto
vinculante, es minima. Asi en cada iteracion se elige entre todas las rutas analizadas la mas
corta. En cada iteracion se realizan los siguientes pasos:

1) Se consideran los nodos resueltos conectados a nodos atin no resueltos

11) Para cada nodo resuelto se elige el nodo no resuelto mas cercano

i) Para cada uno de estos nodos atin no resueltos se calculan sus distancias desde el
origen a través del camino que pasa por el nodo ya resuelto que los vincula.

v) De esas distancias calculadas se elige la minima y el nodo correspondiente es un
nuevo nodo resuelto.
V) Se anota la conexion que resulta de la iteracion.

El procedimiento finaliza cuando el camino 6ptimo llega al nodo final. En todas las
operaciones pueden presentarse empates entre multiples casos.

En nuestro problema, para comenzar, se considera el nodo 1 resuelto. El candidato
a conectar es el nodo 3 pues es en este caso el de distancia menor al 1 que es el origen. La
distancia es 2 y el nodo conectado en esta iteracion es el 3. Tenemos entonces el arco 1-3
como ultima conexion. Esta informacion puede escribirse algoritmicamente en la siguiente
Tabla 1. Sobre ella continiia como se establecio en los puntos 1) a v)

Tabla 1
Iteracion | Nodos Nodos no | Distancias | Nuevo Distancia | Ultima
Resueltos Resueltos Nodo Minima Conexion
Conectados | mas Resuelto
a No | Cercanos
Resueltos
1 1 3 0+2=2 3 2 1-3
2 1 2 0+5=5
4 0+5=5
3 4 2+2=4 4 4 3-4
3 1 2 0+5=5 2 5 1-2
3 2 2+3=5 2 5 3-2
6 2+3=5 6 5 3-6
4 6 4+6=10
4 2 5 5+3=8
3 5 2+5=7
6 8 5+1=6 8 6 6-8




Es decir; yendo hacia atras el nodo 8 se conectd con el nodo 6, el 6 con el 3 y este con el 1.
La ruta mas corta es 1-3-6-8 y la distancia es 6 cientos de metros. El procedimiento realizado
se muestra para cada iteracion en las graficas siguientes.

Iteracion 1 Iteracion 2

. Nodo Resuelto

Nodo No Resuelto
mas Cercano

s Conexion Realizada



V.3 El arbol de expansion minimal

Supongamos ahora que, en el complejo de casas con el cual estamos ejemplificando,
hay que tender el cableado de la luz. Es claro que todas las casas deben ser alcanzadas por la
red de luz y que resulta 6ptimo garantizar el minimo costo de instalacion utilizando la menor
cantidad de cable y postes. Para ello se puede disefiar una estructura en arbol que tenga
minima expansion. Es decir que alcance a todas las casas con el tendido minimo de cable.

El algoritmo para resolver este problema fue desarrollado por el matematico
norteamericano Joseph Kruskal en 1956. Sus pasos se detallan a continuacion.

1) Sobre el grafo se elige un nodo cualquiera y se lo considera conectado, es decir
resuelto.
1) De todos los nodos no resueltos se elige los que sean mas proximos a uno de los
resueltos. Se los conecta y se los considera resueltos.
1i1) El procedimiento finaliza cuando todos los nodos estan resueltos y el arbol de
expansion minimal queda formado.
Para nuestro ejemplo procedemos entonces segun indica la tabla.
Iteracion Nodos resueltos Nodo no resuelto | Nueva conexion
mas proximo
1 5 2 5-2
2 5y2 3 2-3
3 5,2y3 ly4 3-1y 34
4 5,2,3,1y4 6 3-6
5 523,1,4y6 8 6-8
6 52,3,1,4,6y8 7 8-7

Las conexiones resultantes constituyen el arbol minimo buscado. Se muestran ahora
en forma grafica los distintos pasos iterativos realizados.

Iteracion 1

Iteraciéon 2




Iteracion 3 Iteracion 4

Iteracion 5 Iteracion 6

Nodo Resuelto

MNodo Mo Resuelto
mas Proximo

Conexion Fealizada




Cualquiera sea la eleccion del nodo inicial el arbol de expansion minimal sera el
mismo.

V.4 El flujo maximo

El ya mencionado complejo habitacional de Los Antiguos se construira sobre
un antiguo barrio antes existente y se han aprovechado las canerias viejas de agua potable
pues estaban bien conservadas. Esas cafierias admiten distinto flujo de agua, medido en
metros cubicos de agua por mes, entre casa y casa. Los valores respectivos se han sefialado
sobre cada arco de la red. El barrio se encuentra en una pendiente que cae desde la casa
representada por el nodo 1 hacia la casa que corresponde al nodo 8. Esto quiere decir que
cada arco tendra una direccion de flujo pues, sin contar con una bomba, el agua fluira en el
sentido de la pendiente. La cuestion es que, para conocer el volumen optimo del tanque, que
se ubicara cerca del nodo 1 con el fin de abastecer el consumo mensual del complejo, hay
que calcular el flujo maximo de agua que podria correr por la red desde el nodo 1 al nodo 8.
La red queda esquematizada, con los flujos y la pendiente de caida respectivos en la Grafica
7.

Grafica 7

Para calcular el flujo méximo de agua que puede llevarse desde el nodo 1, fuente, hasta el
nodo 8, sumidero, hay que considerar que cada arco es dirigido y que inicialmente todo el
flujo se encuentra en el nodo origen y nada en el otro nodo extremo. Por ejemplo, en el arco
que incide desde el nodo 1 sobre el nodo 3 tal situacion puede representarse por:

O

Extendiendo esta idea, toda la red queda como se ve en la Grafica 8



Grafica 8

En 1956 los matematicos norteamericanos Lester Ford y Delbert Fulkerson publicaron un
algoritmo que permite resolver el problema del flujo maximo en una red conexa y dirigida.
Considerando un nodo inicial fuente, que llamaremos O, y un nodo final sumidero, que
llamaremos T, los pasos del método resultan los siguientes.

i)

i)
iii)
1v)

Identificar una cadena (trayectoria) factible desde O hasta T. Si no se puede hallar
ninguna trayectoria que permita pasar flujo desde O hasta T el procedimiento
finaliza

Determinar su capacidad calculando el minimo de capacidades de sus arcos

El flujo que llega a T a través de esa trayectoria se acumula sumado en T.
Recalcular los flujos sobrantes para cada arco y la red resultante. Volver a 1)

Veamos ahora nuestro ejemplo:

Iteracion 1:

)
ii)

iii)
1v)

Se elige arbitrariamente la trayectoria 1->2->3->7->8 y se observa que puede
pasar flujode O a T.

Se calcula el minimo flujo que puede llegar desde 1 hasta 8 atento a lo que desde
cada nodo inicial de un arco de la trayectoria puede fluir hasta el nodo final del
mismo. Es decir; min{80, 30,90,80} = 30.

Se suma acumulado en T el flujo aportado por la trayectoria: FA=0+30=30.

A continuacion, se recalcula la red.



Iteracion 2:

Se elige la trayectoria 1->3->7->8 y se observa que puede pasar flujode O a T.

i)  min{60,60,50} = 50
iii)  FA=30+50=80

1v)

Se recalcula la red

Iteracion 3:

i)
iii)
v)

Se elige la trayectoria 1->4->6->8 y se observa que puede pasar flujode O a T.
min{60,30,80} = 30

FA=80+30=110

Se recalcula la red



Iteracion 4:

1) Se elige la trayectoria 1->4->3->6->8 y se observa que puede pasar flujo de O a
T.

i) min{30,20,40,50} = 20

iii)  FA=110+20=130

v) Se recalcula la red

FA=110+20=130

Iteracion 5:
1) Se elige la trayectoria 1->3->6->8 y se observa que puede pasar flujo de O a T.
i) min{10,20,30} = 10
i)  FA=130+10=140
v) Se recalcula la red
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FA=130+10=140

Ya no es posible encontrar una trayectoria que llegue con flujo mayor que 0 desde O hasta
T. Por tal motivo y a pesar de que todavia hay capacidad de emision de flujo desde el nodo
1 el procedimiento no puede continuar y el flujo maximo para esta red es 140 m> por mes.

Hallar trayectorias admisibles es algo complicado de hacer en forma visual si
aumenta considerablemente el nimero de nodos y arcos. Por supuesto es posible establecer
computacionalmente las reglas del algoritmo de modo de hallarlas, calcular los minimos, el
flujo acumulado y la red resultante.

V.5 El camino critico
V.5.1-Introduccion

Cuando en ingenieria se realiza un proyecto se evaluan distintos aspectos. Asi, se
analizan sus distintas etapas, el tiempo necesario para llevarlas a cabo, los costos de mano de
obra e insumos, y toda otra situacion de relevancia para la tarea a emprender. De tal modo,
se identifican las actividades que es necesario realizar y su concatenacion desde que
comienza la ejecucion del proyecto hasta que termina el mismo. Estas actividades muy
comunmente no pueden realizarse sin tener en cuenta un orden de precedencia. Es decir;
algunas de ellas requeriran, para ser ejecutadas, que otras ya lo hayan sido o al menos estén
en ejecucion. Algunas otras quizas puedan llevarse a cabo en cualquier momento antes de la
finalizacion, y se disponga por ende de cierta holgura temporal para realizarlas. En cualquier
caso, siempre hay un hilo conductor que establece el tiempo minimo en el que puede
desarrollarse todo el proyecto, y también los puntos temporales donde haran falta las distintas
inversiones parciales de dinero. Esa linea temporal de actividades desde el principio hasta el
final es lo que se denomina camino critico. En €l se armonizan las precedencias estrictas entre
distintas actividades que llamamos criticas y su andlisis nos revela también la holgura con la
que pueden ejecutarse, dentro del proyecto, aquellas actividades que sean no criticas sin
modificar el tiempo de finalizacion.

El procedimiento para hallar el camino critico se denomina CPM, acrénimo del
inglés Critical Path Method. Fue desarrollado conjuntamente en los sectores de investigacion
de operaciones de las empresas norteamericanas Dupont y Remington Rand en 1957 con la
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idea de establecer una forma estandarizada de planear, programar y controlar un proyecto.
En general el método involucra 4 partes de acuerdo al diagrama de la Grafica 10

Grafica 10
Definir Actividades del Proyecto
Construir la Red de Vinculacion de las Realizar Calculos sobre la Red
Establecer el Orden de Precedencia Actividades
v la Duracion de cada Acitividad
Bucle de
Actalizacion

por Demoras

Establecer el Cronograma para
Optimizar Tiempos v Recursos

V.5.2- Construccion de la red

Cada actividad se representard por un solo arco dirigido y cada arco por un par
distinto de vértices. El orden de las actividades en la red debera guardar las precedencias
establecidas al definirlas, por lo cual al analizar la ubicacion del arco correspondiente habra
que tomar en cuenta que actividades preceden a la actual, cuales la siguen inmediatamente y
si hay actividades concurrentes o simultaneas. En este caso y con el fin de representar cada
arco con un par distinto de vértices se puede agregar una actividad ficticia. La Grafica 11
muestra dos actividades concurrentes y distintas soluciones que incorporando una actividad
ficticia logran la representacion en la forma buscada.

Grafica 11
Actividad A
Ficticia
Actividad B B

Con estas ideas analicemos ahora el proyecto de construccion del complejo de
viviendas en Los Antiguos que ya veniamos considerando. La definicion de las actividades
necesarias para construirlo, el orden de precedencia establecido por razones de técnica
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ingenieril y los tiempos necesarios para la ejecucion ajustados segun el flujo de inversiones
posible, condujeron a la siguiente tabla.

Actividad Denominacion | Duracion (semanas) | Precedencias
Excavacion y construccion | A 4 -

de caminos internos

Cimientos y estructuras B 8

Techos C 6 A
Paredes D 6 ByC
Instalacion de | E 4 D
Cerramientos

Redes de luz, agua, gas y | F 6 A
cloacas

Consolidaciones y asfaltos | G 3 FyD
Parques y jardines H 3 GyE

De acuerdo a esta informacion se construye la red del proyecto que se ve en la
Gréafica 12

QGrafica 12

Para cumplir con las precedencias y respetar la regla de representar cada actividad con un par
diferente de nodos se opt6 por incorporar una actividad ficticia, de flujo 0, iniciada en el nodo
5 y terminada en el nodo 4 desde el cual comienza la actividad G precedida entonces por F y
D.



V.5.3- Los calculos sobre la red

Estos calculos se realizan para cumplir con dos objetivos: establecer la duracion
del proyecto y clasificar las actividades en criticas y no criticas. Una actividad se considera
critica cuando no hay margen de holgura para determinar sus tiempos de inicio y finalizacion.
En cambio, si ese margen existe, la actividad se evaluara como no critica.

La idea del algoritmo CPM es trabajar con eventos. Un evento es conceptualmente
el momento en que termina una actividad y/o se inicia otra. Es decir, un evnto esta
representado por un nodo de la red construida. Podemos definir entonces:

- Tiempo mas temprano de ocurrencia del evento j.

- Tiempo mas tardio de ocurrencia del evento j. ii
]
- Duracion de la actividad representada por el arco entre nodosiyj. D
Realizaremos un calculo en dos pasos:

ij

1. Paso hacia adelante. Determinar los tiempos mas tempranos de ocurrencia de los
eventos

il. Paso hacia atrés. Determinar los tiempos mas tardios de ocurrencia de los eventos

i. Paso hacia adelante.

Comienza en el nodo inicial y continua hacia adelante hasta el ultimo.

Se 0 coloca en 0 el tiempo de ocurrencia del evento 1 que es el comienzo del
1 proyecto.
La tem| cantidad tem representa el tiempo mas temprano en el que todas las

j actividades concurrentes al nodo j estaran realizadas y por lo tanto se
considerara completamente cumplido el evento. Se calcula

tem= Max{l | +Dypj. *Dgi..... +Drj}
P q r

los nodos subindicados con p, q, ..., r marcan el evento inicial de cada una de las actividades

que concurren al j. Dy, Dy;, ..., Dyj son las respectivas duraciones de esas actividades.

En nuestra red ejemplo este calculo seria el siguiente
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Por ejemplo, en el nodo 3 el tiempo de terminacion de la actividad B, cimientos y estructuras,
indicaria que desde el nodo 1 habria que sumar las 8 semanas correspondientes. Sin embargo,
la terminacion de la actividad C, techos, que también concurre al nodo 3 requiere sumar al
propio tiempo el que dura la actividad A, excavacion y construccion de caminos internos,
que le precede. Por lo tanto, el tiempo mas temprano en que finaliza toda actividad
concurrente al nodo 3 y pueden empezarse las paredes, actividad D, es 10 semanas. El mismo
criterio, ya sefialado en la formula de calculo de tem arriba, se aplica en los demas nodos.

ii. Paso hacia atras

Ahora sabemos que la construccion del barrio debera demorar 25 semanas, pero aiin no
hemos establecido que actividades resultan criticas concatenandose de modo de terminar la
obra en ese tiempo y cuales son aquellas que tienen una holgura temporal, dentro del lapso
establecido, y en qué medida la poseen. El paso hacia atras permite entonces resolver la
cuestion. Comienza en el nodo final y retrocede desde ¢l hasta el inicio.

Se toma el tiempo obtenido en el paso hacia adelante para comenzar
an ¢l retroceso. En el caso del ejemplo las 25 semanas tar es el tiempo

25

M, mas tardio al que podria empezar la actividad que comienza en el
Atar’, . nodo j de forma que, de acuerdo a la precedencia de actividades
establecida, se complete el proyecto en el tiempo calculado. Resulta:

ﬁr’\.f min { /1 Dip. /\ o i - A_r Dir}

El calculo hacia atras sobre la red dé:



Los respectivos valores de tar fueron calculados por la férmula escrita mas arriba.
Ahora debemos analizar cudl es el camino critico. Para ello establezcamos que una actividad
critica, definida por el par de nodos i y j, debe ser tal que, en esos nodos, los tiempos mas
tempranos y los mas tardios deben ser iguales, pero, ademas las diferencias de tiempos tardios
entre nodos y de tiempos tempranos entre nodos deben ser iguales a la duracion de la
actividad que el arco entre ambos representa. En simbolos:

1

7N
A
A

j

]

AL [
j i i i

Aunque pudiera no haber ocurrido, en nuestro calculo todas las actividades

satisfacen las primeras dos igualdades, mientras que la tercera no se cumple para la actividad
B y tampoco para las actividades E y F. De tal forma el camino critico que resulta el hilo
conductor del proyecto en el tiempo, concatena una a continuacion de la otra a las actividades
A->C->D->G->H. La duracidn establecida para la ejecucion del proyecto es de 25 semanas
y las actividades no criticas B, E y F podran ejecutarse, respetando las precedencias
establecidas, con cierta holgura a fijar. La Grafica 13 muestra la ruta critica.
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QGrafica 13

Como era de esperar la actividad ficticia no figura pues ha jugado solo el papel de vincular
nodos para respetar las precedencias.

V.5.4- Construccion del cronograma

El cronograma nos permitird controlar el conjunto de las tareas en su evolucion
y determinar claramente la holgura con la que se cuenta para desarrollar cada actividad no
critica. Si se busca mantener el tiempo de ejecucion calculado para el proyecto, una actividad
representada por el arco que va desde el nodo i al nodo j, tendrd como holgura la diferencia
establecida entre el tiempo mas tardio de ocurrencia del evento j y la suma del tiempo mas
temprano del evento i mas su duracion. Es decir, la holgura disponible es:

/\ _( +Dij) Todas las actividades que tengan holgura igual a 0 estaran sobre
] 1 el camino critico.

No solo las actividades tienen holgura. Los eventos también pueden poseerla
cuando su tiempo mas tardio de ocurrencia sea mayor que el mas temprano. En ese caso, la
holgura del evento estara indicando lo que puede demorarse el cumplimiento de la actividad
que en ¢l finaliza, sin que se atrase la realizacion de todo el proyecto.

Veamos ahora en la Grafica 14, el cronograma correspondiente a nuestro
ejemplo, que no posee holgura para ninglin evento, pero si incluye actividades holgadas.



Grafica 14

A
I
A
A
c
A
D
A
G
A
H
B

F

E
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Las actividades sefialadas en negro en la Grafica 14 se concatenan una después de la otra
hasta completar el camino critico a lo largo de las 25 semanas. Las sefialadas en gris son las
actividades no criticas cuya holgura se marca con la linea punteada. En el caso de la actividad
B el tramo va desde el comienzo 0 semanas de las actividades hasta la conclusion de la 10ma
semana. Como la actividad se desarrollara en 8 semanas, hay dos que fueron marcadas con
linea punteada en forma arbitraria para evidenciar la holgura. Precisamente es esa holgura la
que permitiria comenzar la actividad B terminada la 2da semana, ya que todavia deberan
transcurrir 8§ semanas hasta comenzar con la actividad D que la requiere terminada. Por
similares razones la holgura correspondiente a la actividad F, que puede iniciarse concluida
la actividad A, es de 6 semanas.

V.6 PERT

Program Evaluation and Review Techniques es el método cuyo acréonimo, en
inglés, es precisamente PERT. Esta técnica de revision y evaluacion de programas de
produccion se diferencia del camino critico en el hecho esencial que la duracion de cada una
de las actividades que conforman el proyecto es una variable aleatoria. Es decir, ya no
tenemos una certeza sobre el tiempo de duracion de cada actividad sino una incertidumbre
acerca de ¢él, que medimos a través de una distribucion de probabilidad. Habran de
considerarse entonces tiempos optimistas, pesimistas y mas probables de ejecucion, que
caracterizaran el rango de esa variable aleatoria. Por su naturaleza, el PERT resulta muy
adecuado para evaluar y controlar proyectos de investigacion y desarrollo tecnoldgicos, en
los cuales comunmente no es posible fijar con precision el tiempo que durara la realizacion
de cada una de las actividades. El método y sus suposiciones fueron planteados en EEUU
hacia 1956, para aplicaciones de tipo militar, casi en simultaneo con el CPM.
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Se comienza por suponer que el tiempo que tarda en desarrollarse una actividad
es una variable aleatoria que se distribuye . Seglin sus parametros la funcién de densidad
de tal variable tiene muy distintas formas. Los parametros elegidos para el caso conducen a
la forma aproximada que se muestra en la Grafica 15.

Grafica 15
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Hay un tiempo optimista, un tiempo pesimista y uno mas probable m que se corresponde con
el modo de la variable aleatoria. Se ve claramente que la distribucion no es simétrica y que
por lo tanto el valor del modo habra de ser en este caso menor que el de la media o tiempo
esperado, que es precisamente la esperanza matematica de la distribucion que responde a la

formulat, = [ tp(t)dt

A continuacion, se asume un segundo supuesto. Como la funcion es medianamente
simétrica y acampanada, en el intervalo [optimista, pesimista] caben 6 desvios estandar a
semejanza de lo que ocurriria en una distribuciéon normal aproximante. Por lo tanto,

b-a\? , ., . C
0% = (Ta) resultard una buena aproximacion de la varianza de la distribuciéon f que
modela el tiempo de desarrollo de la actividad. A su vez, se aproxima el valor esperado de la

variable ¢ por medio de la formula t, = é(Zm +%(a + b)) o lo que resulta lo mismo
te = 3m+l(a+ b).
3 6

Una tercera e importante suposicion a realizar es que los tiempos de duracion de las
distintas actividades son independientes entre si. Esto quiere decir que, si bien hay
precedencias establecidas, el lapso de tiempo que insuma una actividad no esta condicionado
por el que requiera cualquier otra posterior o anterior. Una vez iniciada una actividad su
tiempo de ejecucion depende solo de ella y no esté relacionado con lo que demore cualquier
otra. En términos probabilisticos los tiempos de las actividades son entonces variables
aleatorias independientes.

El procedimiento requiere entonces calcular para cada actividad Aj los tiempos
esperados de ejecucion t,, y las respectivas varianzas 0;%. En la red del proyecto cada



actividad tiene una duracion promedio t,, que se utiliza para efectuar los pasos hacia adelante

y hacia atras ya vistos en IX.5. En base a estos célculos se determina la ruta critica y las
actividades no criticas. La duracion estimada para la ruta critica resulta aqui la suma de las
estimaciones promedios de cada una de las actividades que la integran. En realidad, esta suma
es la esperanza matematica de la suma de las variables aleatorias que modelan el tiempo de
ejecucion de las r actividades que forman el camino critico. En virtud del teorema del limite
central, la variable aleatoria suma tiene entonces una distribucion normal cuya media es
t = Xi=1te,;. Como tales variables aleatorias se supusieron independientes la varianza de su

suma resulta 02 = YI_; 0;°.

Lo apuntado hasta aqui permite evidenciar una de las interesantes acciones que
permite el PERT. En efecto, una vez efectuados los célculos y establecida la media y el desvio
estandar de la distribucion normal que modela la duracion de todo el camino critico, resulta

posible calcular la probabilidad de que el proyecto se finalice a un cierto tiempo 7. Utilizando

. t—u T— u) . .,
. <
la normal estandarizada se puede obtener: P ( =73 Como es evidente, puede también

realizarse el calculo inverso para evaluar, dada un determinado grado de certeza o
probabilidad, cudl seria la cantidad de tiempo 7 en que se la alcanzaria.

Ejemplo 1:

En la catedra de Investigacion Operativa se ha decidido programar, en cédigo
abierto, un paquete informatico con los algoritmos que se exponen durante el dictado de la
materia, incluidas también las facilidades gréficas utilizadas para visualizar los problemas y
sus soluciones. Cada tema que forma parte del programa define una actividad de
programacion cuyas precedencias son establecidas en funcidon de tener resueltos ciertos
algoritmos para poder desarrollar la programacion de los otros. Como en todo proyecto de
desarrollo de software, hay aqui ciertas incertezas en cuanto al grado de dificultad que deba
superarse en cada caso, por lo que ha parecido prudente establecer tiempos optimistas,
pesimistas y mas probables de cada actividad. Como tarea inicial se han establecido las
precedencias que debieran tener las actividades y los tres tiempos apuntados. Esto se volcod
en la tabla siguiente:



Actividad Denominacion | Tiempo Tiempo Tiempo Precedencias
optimista mas pesimista
(en probable (en
semanas) (en semanas)
semanas)
Modelado de | A; 2 4 6 -—-
Sistemas
Programacion | Az 4 8 12 Ay
Lineal
Teoria de | Az 3 4 5 Ay
Colas
Teoria de | A4 5 6 7 Aq
Inventarios
Redes As 5 9 13 As
Teoria de | As 3 4 5 Ao
Juegos
Teoria de la | A7 3 4 5 As
Decision
Simulacién Ag 4 6 7 A3, A4, A5 y
Az

Se calculan entonces las medias, o valores esperados, para cada actividad junto con sus
respectivas variancias.

Actividad Ai | Tiempo esperado t,, | Variancia o,
Al 4 0.44
Ao 8 1.78
As 4 0.11
Ay 6 0.11
As 9 1.78
Ae 4 0.11
A7 4 0.11
As 5.83 0.25

—
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Lared con los calculos correspondientes a los pasos hacia adelante y hacia atras resulta la de
la Gréfica 16

Grafica 16

4

26.83

La ruta critica es aqui A1 > Az -> As -> Ag Su tiempo promedio de ejecucion serd de
U = 26.83 semanas con un desvio estandar de ¢ = v0.44 + 1.78 + 1.78 + 0.25 = 2.06
semanas. Esta informacion nos sirve para evaluar cudl es la probabilidad de terminar el
proyecto en un determinado tiempo. Por ejemplo: ;con que probabilidad el proyecto estara
terminado en 30 semanas? Entendiendo que el tiempo total de ejecucion es una variable
aleatoria normal de media y = 26.83 y desvio estandar ¢ = 2.06 calculamos:

P( _30-2633
£=""206

) = P(z < 1.78) = 0.9625

Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 1- Un camion debe transportar cierta mercaderia de la ciudad A hasta la ciudad
J. En el siguiente mapa se describen las posibles rutas de A a J indicandose, para cada tramo,
la cantidad de kiloémetros en mal estado que contiene. Se decide tomar la ruta que tenga menor
cantidad de kilometros en mal estado, atn si resultara mas larga. Determinar esta ruta.



Ejercicio N° 2- Una empresa de taxis ha identificado 10 paradas principales para pasajeros
que abordan y descienden de los taxis. Para minimizar el tiempo de viaje y mejorar asi el
servicio y la utilizacion de la flota la administracion ha decidido instruir a los choferes para
que siempre tomen la ruta mas corta entre dos de estas paradas. En la tabla se dan los tiempos
de viaje en minutos entre cada una de estas paradas. Determinar:
a) el diagrama de la red de paradas.
b) La ruta que debiera tomar un taxi para ir desde la parada 1 a la 10 y cuanto
dura el viaje.
¢) La ruta que deberia tomar un taxi para ir desde la parada 5 a la 2 y cuanto
duraria ese viaje.

Paraded 11213141516/ 71815110
1 {8 |35 0f-]-i{-1-1-41
2 8- |5-1—-1-115]-1-1~-
3 l13f{s5{~{el-[5]-|-1-1-
3 415] -5 -|al3i~-1-[-1~-
5 11o -Tal-Tey~1-T22]~
6 1- | -l5i3je{-14ai215 -
R EEEINETIET
g - -(-l-i-TJ2]4y-757]"7
g - - -t-h2is| -5 -5
10 1- |~ -1-1-I-1Talriat-

Ejercicio N° 3- Una compaiiia sabe que un competidor estd a punto de ofrecer un producto
con ventas potenciales muy grandes y similar a uno en el que ella misma se encuentra
trabajando con la investigacion casi terminada. Ahora entonces la idea es sacar el producto
mas rapidamente para alcanzar a la competencia. Se tienen que lograr cuatro etapas
independientes incluyendo lo que resta de la investigacion que por el momento se lleva a
paso normal. Sin embargo, cada etapa se puede realizar en un nivel de prioridad o de quiebre
para acelerar la terminacion. Los tiempos requeridos en meses para los distintos niveles son:
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Cisado inicic d=

Mivel Investigacidn|Desarrollo del sistema preduccidn
restants de wanufaciura;y distribucidn
Hermal 5 : ! ]

Pricridad 4 3 5 - 2 -
(Quiebra . 2 2 | I

Se dispone de $ 30000000 para estas etapas. El costo en millones de pesos para los diferentes
niveles es:

a - - B . - e i e — e - -

Diselo Inicio de

Mivel InveastigacidnlDesarrollo| del sistema produccidn
| restante de manufacturaiyv distribucidn
Normal 3
| Prioridad 5 G e 3
| Quiebre 9 s T 1z s N

La administracion desea determinar el nivel a que debe conducirse cada etapa para minimizar
el tiempo total hasta la comercializacion del producto sujeto a las restricciones de
presupuesto. Formular y resolver como un problema de la ruta mas corta.

Ejercicio N° 4- Un banco ha decidido conectar terminales de computadora en cada una dee
sus sucursales a la computadora central de su casa matriz mediante lineas telefonicas
especiales. No es necesario que la linea esté conectada directamente a la casa matriz sino que
la conexion puede hacerse a través de otra sucursal conectada pero toda sucursal debe poder
conectarse directa o indirectamente con la casa matriz. El cargo por las lineas telefonicas es
directamente proporcional a la distancia cableada que en kilometros y entre sucursales son
las siguientes:

Cas§ Suc. ILiS8uc. Z2|5uc. 3(3uz. 4isuc. &
Matriz
Casa Matrizl] -~ 156G 70 115 270 160
Suc. 1 180 | - 100 110 215 1 50
Suc. 2 7¢ 100 - 140 120 1 220
Suc. 3 115 110 140 - 175 80
Suc. 4 270 215 120 175 = 310
3uc. 5 160 | S0 220 |  8G 310 |

La administracion desea determinar cuales son los pares de sucursales que deben
conectarse directamente con las lineas telefonicas especiales de manera que cada sucursal
quede conectada directa o indirectamente a la casa matriz a un costo minimo.

Ejercicio N° 5- En una fabrica de productos de limpieza los inspectores de control de calidad
obtienen muestras de diversos productos en varias areas de produccion y entregan las
muestras para su analisis en laboratorio. El proceso de inspeccion es lento y se invierte mucho
tiempo en el transporte de las muestras desde las areas de produccion hasta el laboratorio por



lo que se est4 evaluando la instalacion de un sistema conductor que utiliza tubos neumaticos
para hacer mas rapido ese transporte. En la tabla se muestran las distancias en metros entre
los distintos sectores incluido el laboratorio. ;Cual es la longitud minima para disefiar el
sistema para permitir que todas las areas envien sus muestras al laboratorio sabiendo que si
una muestra pasa de un area a otra esta tltima también puede girar la muestra al laboratorio?
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Ejercicio N° 6- En la restauracion de un antiguo complejo hotelero ubicado en Mendoza se
plantea la necesidad de traer agua termal desde la surgente S a una cisterna CT ubicada a 10
km de distancia. Se puede aprovechar la red de caferias existentes de la surgente al lugar de
emplazamiento de la cisterna. En el grafico se indica la red junto con las capacidades de cada
cafio medida en miles de litros por hora. Determinar cuantos litros /hora como maximo se
pueden suministrar a la cisterna del complejo.

Ejercicio N° 7- La siguiente red de comunicaciones transfiere informacion entre distintos
nodos. Los numeros sobre los arcos de la red indican las capacidades maximas de
transferencia de cada linea. Determinar le flujo maximo de informacion del nodo 0 al 11.
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Ejercicio N° 8- Una empresa a recibido el encargo de desarrollar un nuevo sistema de
automatizacion par lineas de produccion de automoviles. Luego de las consultas a los jefes

de departamento se establecieron las tareas a desarrollar, se estimaron los tiempos de
duracion y sus interrelaciones. Las que se resumen en la siguiente tabla.

~ / -,

Descripcion Actividad Duraciéon Precedentes
(semanas)

Fase de disefio A 10 -

Desarrollo del Software operativo B 18 A

Desarrollo del Soft. de diagndstico. C 24 B

Desarrollo del Hardware D 20 A

Desarrollo del 1er prototipo E 4 B,D

Prueba y modificacion del prototipo F 8 E

Insercion del Sofd. de diagnostico. | G 8 C.F

Prueba y modificacion de prototipo




Desarrollo de materiales de | H 16 E
comercializacion

Reunion de entrenamiento para la | I 2 G,H
presentacion del producto

a)
b)

©)
d)

Trazar la red del Proyecto.

(Cuadl es el tiempo de duracion del proyecto?

(En cuantas semanas se deberia acortar el proyecto si se desea concluir el
desarrollo en 1 afio?

(Qué actividades se deberan reducir en duracion si sabemos que tanto la A como
la I son inelasticas?

Ejercicio N° 9- Se considera el siguiente proyecto de desarrollo de un transistor alimentado
con energia solar. Contiene nueve actividades siendo las prelaciones y las estimaciones de

tiempo en semanas las siguientes:

ActividadlPredecesor! TO] TN TP
: a = 3]16:8
b - 113495

c a 515158

d a d a7

e b g 16312

- £ b 4 15 115
g e LS 1515

h - d.e,qg 21318

i £ 218 116

dibujar la red del proyecto.

Determinar el camino critico y el tiempo esperado de finalizacién

(Cual es la probabilidad que el proyecto se termine en menos de 18 semanas? ;Y
en 22 0 mas semanas?

Se desea firmar un contrato que especifique el tiempo de finalizacion del proyecto
de modo que haya una probabilidad del 95 % de cumplir la fecha deseada. ;Qué
duracion debera especificarse en el contrato?

Ejercicio N° 10- En el siguiente proyecto la empresa encargada de la ejecucion cuenta con
un plantel de 80 hs/ hombre por dia y desea pagar al contado contra la terminacion de cada
tarea. (los tiempos se dan en dias).
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a)
b)

¢)
d)

Actividad| TO | TN | TP |Hs/houore Costo
x dia’ {miles d= 83
 1-2 0.51 1 J1.5 i) &0
1-3 1 11,50 5 10 100
. 2-4 1 {2.5] 7 %0 130
3-4 113 |5 20 100
3-5 2 21 2 20 126
4-6 3 i4.5] 9 10 120
o 4-7 2 13 1T10] 30 89
57 T H 20 110
5-8 FEEREE 23 80
6-8 4 157 6 50 110
7-8___12.5] 3 |3.5 16 150G

dibujar la red del proyecto

determinar el camino critico y el tiempo esperado de finalizacion
(es posible realizar el proyecto con el plantel que se cuenta manteniendo el tiempo

total de ejecucion?

Determinar si es posible establecer el sistema de pagos indicado sabiendo que la

empresa dispone de un ingreso diario de $80000.

(cudl es la probabilidad que el proyecto termine en 11 dias 0 menos?




VI- Teoria de Juegos
VI.1 Introduccion

La teoria de juegos estudia las situaciones de competencia, y ocasionalmente de
colaboracion, entre distintos jugadores. Por jugador debe entenderse aquella entidad que con
el objetivo de obtener su mejor beneficio selecciona y lleva a cabo estrategias de accion
dentro de un sistema. Asi, un jugador podria ser una especie que compite por un habitat, una
empresa que intenta vender un producto en un mercado, un politico que lucha por obtener
una banca o un jugador de cartas que busca ganar un juego. En cualquiera de estos casos, la
aplicacion de la teoria se realiza para seleccionar la estrategia que conduce al optimo
resultado. Un ejemplo tipico de formulacion de un juego es el que se plantea a partir del
llamado Dilema del Prisionero: dos sospechosos son detenidos y acusados de cometer un
delito en conjunto; como no existe evidencia suficiente para condenarlos hay que obtener una
confesion; separados sin poder tener comunicacion entre si, se les informa que si ninguno
confiesa seran condenados ambos con una pena de un mes de carcel; si ambos confiesan le
corresponderan seis meses de carcel a cada uno; y finalmente si uno confiesa y el otro no, el
que lo haga saldra en libertad y el que no sera condenado a nueve meses, seis por el delito en
si y tres mas por obstruccion de la justicia. {Qué le conviene hacer a cada prisionero?

La representacion de este dilema como un juego puede lograrse mediante una
matriz binaria, de dos cantidades por celda, en la cual se registran los resultados de cada cruce
de estrategias. Cada preso es un jugador y como tal tiene dos estrategias posibles callarse o
confesar. La matriz de pagos del juego resulta entonces:

Jugador 1 / Jugador 2 | Estrategia 1 Callarse | Estrategia 2 Confesar
Estrategia 1 Callarse -1, -1 -9,0
Estrategia 2 Confesar 0,-9 -6,-6

En cada celda, la primera cantidad es el pago correspondiente al Jugador 1 cuyas estrategias
posibles se ordenan por fila. La segunda cifra corresponde al pago al jugador 2, con las
estrategias dispuestas en las columnas. Las cantidades distintas de 0 estan precedidas por un
signo menos pues representan una pérdida, en este caso de la libertad.

La forma normal de representacion de un juego establece los jugadores que
participan en ¢él, las estrategias de que dispone cada jugador y la ganancia que le corresponde
de acuerdo a la combinacién de las estrategias que los jugadores utilicen. Claro que la
expresion matricial del pago es posible cuando participan en el juego solo dos jugadores. Un
juego de 3 jugadores tendria que dar lugar a un arreglo de tres dimensiones y, en general, uno
de n jugadores deberia representarse con un arreglo de pagos de dimension 7.

En el ejemplo del dilema del prisionero se ve una caracteristica importante que
se verifica en muchos juegos: los jugadores deben tomar sus decisiones sin conocer cuéles
seran las decisiones de los demas. Otra condicion importante es que poseen la informacion
sobre el pago que cada cruce de estrategias le correspondera a cada uno. Es decir; los
jugadores tienen informacion completa. Por supuesto ambas situaciones no necesariamente
se verifican en un juego; a veces un jugador conoce las estrategias que elegirdn los demas
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jugadores y a veces, también pude ocurrir, que no sepa el resultado que obtendra el o
cualquier otro jugador al desarrollarlas. En cualquier caso, asumiremos una hipotesis muy
necesaria: los jugadores juegan racionalmente. Esto quiere decir que emplean todos los
conocimientos y razonamientos posibles con el objetivo de obtener el resultado 6ptimo. En
otras palabras, la teoria se edifica descartando por el momento el palpito a la hora de la
decision.

Hasta aqui el juego se caracteriza por la eleccion simultdnea de estrategias por
parte de los jugadores. Esto resulta en una formulacion estatica a través de la representacion
normal que se ajusta mejor a la situacion. Podria utilizarse también la forma normal si
existiera una dinamica de tomas de decisiones sucesivas por parte de los jugadores, por
ejemplo, en un juego de ajedrez. En tales casos es mas conveniente utilizar la forma extensiva
que se despliega como un arbol, aunque esto no sera parte del contenido de este capitulo.

V1.2 Suma cero

Vamos a comenzar a restringir el tipo de sistema que modelaremos. Sera uno en
que participen compitiendo entre si solo dos jugadores, que lo hardn en forma racional y con
informacion completa, aunque sin conocer, antes de su decision, lo que decidira su rival.

Pero ademés tendremos en cuenta una situacion particular muy comun que
consiste en que, dado un cruce de estrategias, la ganancia de un jugador serd la pérdida del
otro. Por ejemplo, supongamos que dos personas, en forma simultdnea, exhiben uno o dos
dedos de la mano. El que llamaremos jugador I ganard un peso toda vez que la cantidad de
dedos exhibida por ambos sea la misma y en caso contrario perderd un peso a manos del
jugador II. Es claro aqui que cuanto gana uno de los jugadores, el otro lo pierde en igual
cantidad. Pérdidas de uno mas ganancias del otro, se compensan siendo la suma de ambas 0.
La representacion normal por medio de una matriz, que por convencion sera la del jugador 1,
contiene ahora una sola cifra en cada celda pues la otra, que representaria el pago a obtener
por el jugador 2, seria simplemente igual, pero de signo opuesto. Para nuestro ejemplo la
matriz de pagos del jugador I resulta:

Jugador I/Jugador II | Exhibir un dedo | Exhibir dos dedos
Exhibir un dedo 1 -1
Exhibir dos dedos -1 1

En el supuesto que quisiera construirse la matriz de pagos para el jugador Il bastaria con
transponer la matriz y cambiar el signo en cada una de las celdas. En lo que sigue solo
consideraremos juegos de suma cero.

V1.3 Dominancia de estrategias
Hasta aqui nos hemos limitado a expresar el juego en la forma normal a partir del

enunciado de un problema, pero nada hemos hecho atn para resolverlo. Resolverlo es
precisamente encontrar las estrategias Optimas para cada jugador y el pago Optimo. Esto
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ultimo no significa otra cosa que la mejor ganancia o pérdida que cada jugador pueda obtener.
Como el juego es de suma cero el pago para ambos jugadores sera el mismo salvo por un
signo opuesto.

El camino para resolver un juego asi planteado comienza descartando las
estrategias dominadas. Consideremos un juego cuya matriz de pagos es la siguiente:

Jugador I/Jugador II | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3
Estrategia 1 2 3 2
Estrategia 2 -1 2 1
Estrategia 3 4 2 1
Estrategia 4 2 3 1

Como ya aclaramos, esta es por convencion, la matriz de pagos del Jugador 1, pero al tener
informacion completa, ambos jugadores disponen de ella para calcular y pueden, porque son
racionales, establecer cudles serdn las estrategias elegidas y las descartadas por su oponente.

Una estrategia de un jugador esta dominada por otra siempre que, cualquiera
sea la opcion elegida por su rival, el pago a obtener con la dominada sea inferior o a lo sumo
igual que el que conseguiria con la dominante. Por ejemplo, en la matriz de pagos del juego
planteado, la estrategia 1 del Jugador I domina a su estrategia 2 pues comparando las filas en
cada columna la entrada de la fila 1 es mayor o igual que la de la fila 2. Asi las cosas, el
Jugador I procedera a descartar la eleccion de la estrategia 2 tachandola. Esta claro que con
el mismo razonamiento el Jugador II sabra que el I asi procederd. Ademas, la estrategia 1
también domina a la estrategia 4 razon por la cual esta ultima también sera tachada. En este
caso particular hay que sefalar que, aun cuando el Jugador II se decidiera por su estrategia 1
y el resultado de elegir la estrategia 1 o la 4 para el jugador I fuera el mismo, eso no ocurriria
en caso de que el jugador II eligiera su estrategia 3 donde el pago de la estrategia 1 del
Jugador 1 seria mayor. Tenemos entonces:

Jugador I/Jugador Il | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3
Estrategia 1 2 3 2
Estrategia 2 1 2 1
Estrategia 3 4 2 1
Estrategia 4 2 3 |

Pero si el Jugador I, actuando en forma racional descarta sus Estrategias 2 y 4, el Jugador II
una vez comprendido esto, descartard sus estrategias 1 y 2. Si bien optando por la estrategia
3 pierde, cualquiera sea la estrategia elegida por el I, 1o hace en menor cantidad. Por lo tanto,
sus estrategias 1 y 2 estdn dominadas por la 3 y esta serd la elegida. Asi las cosas, hasta ahora
las eliminaciones han dejado sobre la matriz de pagos lo siguiente:
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Jugador I/Jugador Il | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3
Estrategia 1 2eeeeaey 3eeeey | 2
Estrategia 2 1 2 1
Estrategia 3 e 2o
Listrategia 4 2 3 |

Finalmente, puede verse que, si bien el Jugador II no tiene otra opcion que su estrategia 3
luego de las sucesivas tachaduras, la estrategia 1 del Jugador I domina a su estrategia 3 de
forma que procedera a descartarla. Por lo tanto, quedan todas las entradas de la matriz
tachadas, salvo la correspondiente al cruce de la estrategia 1 del Jugador 1 con la estrategia
3 del Jugador II. La cifra correspondiente es el llamado valor del juego v=2, ganancia 6ptima
para el Jugador 1, pérdida optima para el Jugador II. Se ha alcanzado el llamado equilibrio
de Nash del juego. Es decir, el punto de cruce de estrategias 6ptimo para ambos jugadores.

Jugador I/Jugador II | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3
Estrategia 1 22—k | 3ok |2
Estrategia 2 4 - .
Estrategia 3 ooy 2—aaeaxx |+
e | - = -

V1.4 Criterio minimax

John Von Newman, matematico hingaro-norteamericano, demostrd en 1928 que
en un juego de dos competidores con informacion completa y suma cero, hay una unica
solucion optima. Para hallarla proporciond un criterio algoritmico conocido como minimax.
Este principio consiste en que cada jugador busque minimizar su pérdida posible méxima

Supongamos que un juego con las caracteristicas apuntadas se expresa por la
matriz de pagos del Jugador I siguiente:

Jugador I/Jugador Il | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3
Estrategia 1 -4 -1 0
Estrategia 2 1 0 4
Estrategia 3 5 -1 -3

El Jugador 1, al elegir la estrategia 1, se encontraria con que la situacion mas desfavorable
que pudiera presentarsele si el Jugador II seleccionase su estrategia 1. De igual forma si su
elegida fuera la estrategia 2 el peor resultado que obtendria ocurriria cuando el Jugador II
optara por la estrategia 2. Finalmente, al decidirse por la estrategia 3 su peor pago resultaria
de la eleccion de la estrategia 3 por parte del Jugador II. Se observa entonces que esa situacion
mas desfavorable en cada caso estaria dada por el pago minimo de la fila que sefala la
estrategia del Jugador I. Similarmente el Jugador I puede calcular la situacion mas
desfavorable del Jugador II al evaluar cada una de las estrategias para ¢l disponibles. Le basta
para esto tomar el mdximo de los pagos que le corresponderian en cada columna, pues
representarian la mayor pérdida para el Jugador II en cada caso. Entonces minimizar la mayor
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pérdida posible querria decir, para el jugador I, maximizar los minimos obtenidos por fila.
En el mismo sentido, minimizar la mayor pérdida para el Jugador II consistiria en minimizar

los méximos calculados por columna. Asi resulta:

Jugador I/Jugador I | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3 | min
Estrategia 1 -4 -1 0

Estrategia 2 | 0 4 0=Maxmin
Estrategia 3 -1 -3

Max 0=minMax

Se llega entonces al llamado punto de ensilladura. El pago correspondiente al cruce de las
estrategias 2 de ambos jugadores, resulta aqui el valor del juego v=0. Para €I, coinciden el
llamado valor inferior v = Maxmin con el valor superior v = minMax. Es decir v =v =
v. En esta situacion se da el equilibrio de Nash del juego. Como ademas en este caso el pago
optimo es 0, se dice que el juego es justo pues nadie gana ni pierde.

En el apartado anterior se proporciond un ejemplo en el cual por simple
aplicacion reiterada del criterio de estrategia dominada se llegd al punto de equilibrio del
juego. ;Sera esto posible en el ejemplo que acabamos de resolver? Veamos.

Jugador I/Jugador I1 | Estrategia 1 | Estrategia 2 | Estrategia 3
Estrategia 1 = - o
Estrategia 2 ooiwxxxxx 0 4
Estrategia 3 SXXXXXXXXX | -] -3

Una vez tachadas la estrategia 1 del Jugador I por ser dominada por la 2, y
tachada la estrategia 1 del Jugador II por ser dominada por la 2, no puede continuarse
aplicando el enfoque de dominancia para llegar a la solucion del juego. Por ahora entonces,
vemos que el criterio minimax permite resolver una clase mas amplia de problemas.

VLS Estrategias mixtas

Volvamos ahora al problema de la seccion VI.2 y tratemos de aplicar el criterio
minimax para resolverlo. Calculamos maximos y minimos para obtener:

Jugador I/Jugador II | Exhibir un dedo | Exhibir dos dedos | min
Exhibir un dedo 1 -1 -1
Exhibir dos dedos -1 1 -1
Max 1 1
Como se ve, aqui resulta que el méximo de los minimos es Maxmin = —1 mientras que el

minimo de los maximos es minMax = 1. Como no coinciden, no hay punto de ensilladura
y tal cual lo estamos planteando el juego no tendria equilibrio. Sin embargo, el equilibrio
puede establecerse hallando el valor del juego cuando se consideran estrategias mixtas.



Una estrategia mixta es una combinacion de probabilidades, cada una de las
cuales es precisamente la probabilidad de elegir cada estrategia disponible. Con las
estrategias mixtas de ambos jugadores puede calcularse un pago esperado. Es decir, para
obtener el pago esperado habra que considerar los pagos expresados en cada cruce de
estrategias, pesados con la probabilidad de que tal cruce ocurra. Expliquemos esto. Por
ejemplo, un jugador puede participar en el juego de los dedos 3000 veces, de forma tal que
en 2000 ocasiones elige una de las estrategias y en las 1000 veces restantes, la otra. El nimero
3000, suficientemente grande, asegura la regularidad estadistica para estimar sus
probabilidades de jugar cada estrategia. Es decir, estaria eligiendo con probabilidad cercana
a 2/3 una de las estrategias y con probabilidad aproximada 1/3 la otra. La estrategia mixta
seria la constituida por el par (2/3, 1/3). ;Sera optima? Es decir, ;podra esperar al jugarla el
mejor pago posible? No hay que olvidar que el pago que reciba el jugador, no solo dependera
de lo que €l haga, sino también de lo que juegue su rival. Esto significa que el pago esperado
PE = y;x;(1) + y1x,(=1) + yox,(—=1) + y,x,(1) resulta una funcion de las cuatro
probabilidades. Segun la estrategia mixta que lleve adelante el otro jugador, la estrategia del
que juega con probabilidades (2/3, 1/3) pudiera no conducir a un pago esperado Optimo.
Entonces si el juego no se va a jugar 3000 veces, sino una sola, sera bueno contar “a priori”
con las probabilidades que optimicen el pago esperado. Con ellas se podria efectuar un sorteo
para elegir la estrategia que finalmente se elija jugar. Esto implica que, tanto para el Jugador
I como para el 11, hay que calcular racionalmente esas probabilidades antes de jugar. Es decir,
hay que hallar el par de probabilidades (x,, x,) que conforman la estrategia mixta del Jugador
Iy el respectivo par (y;,y,) correspondiente a la estrategia mixta del jugador 2, de forma tal
que produzcan el mejor pago esperado para ambos jugadores. Ese pago esperado
corresponderd al equilibrio de Nash en presencia de estrategias mixtas. Ahora necesitamos
encontrar la forma de calcular las estrategias mixtas y el pago esperado.

Preguntémonos ;cual seria el pago esperado 6ptimo? La respuesta esta en el
criterio minimax. Recordemos que el minimo de cada fila representa la situacion mas
desfavorable para el Jugador I al jugar cada una de sus estrategias y que, por ende, al elegir
el maximo de estos minimos se esta buscando la peor situacion en la que el Jugador I podria
encontrase procediendo racionalmente. Es decir el valor inferior del juego, que para que la
solucién exista debe cumplir v = v = v, debe maximizar estos minimos.

El problema de los dedos, puede resultar bastante sencillo de resolver con
ayuda grafica. Para clarificar ampliamos la tabla con filas y columnas que van a contener las
probabilidades halladas para cada estrategia.

Jugador I/Jugador II Exhibir un | Exhibir dos
dedo dedos
Probabilidades | Y, Y,
Exhibir un dedo X1 1 -1
Exhibir dos dedos Xo -1 1
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Cuando el Jugador II juega la estrategia 1, es decir opta por su estrategia mixta (1,0), el pago
esperado es PE = x;1 + x,(—1) De la misma forma cuando el Jugador II juega su estrategia
2, aplicando la estrategia mixta (0,1), se puede esperar un pago PE = x;(—1) + x,1. Cémo,
por tratarse de probabilidades, x; + x, = 1 resulta que el pago esperado puede ponerse en
funcion de x; haciendo:

PE=x;—(1—x) =2x;—1 recta 1

PE=—x;+(1—x)=—-2x;+1 recta2

La matriz de pagos para el Jugador I puede ahora verse:

Jugador I/Jugador II | Exhibir un dedo | Exhibir dos dedos
Estrategia mixta 2x1 — 1 —2x;+1

Seglin el criterio minimax el Jugador I debe hallar el méximo de sus minimos pagos. En la
Grafica 1 se muestran en negro los minimos pagos esperados correspondientes y con un punto
gris se sefiala su maximo.
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Cada valor de probabilidad x; se corresponde con posibles pagos esperados surgidos de
estrategias distintas aplicadas por el jugador II. Notese que cualquier otra estrategia que
eligiera el Jugador II se asociaria con una recta que pasaria por el punto sehalado y cuya
ordenada al origen estaria en el intervalo [-1, 1]. Por ejemplo la recta 3 sefialada con trazo
cortado corresponde al pago esperado cuando el Jugador II elige la estrategia mixta (2/3,
1/3) Entonces la traza negra es la formada cuando para cada x;se toma el minimo de todos
los pagos. Las coordenadas del punto sefialado son el valor de probabilidad x; que realiza el
PE maximo entre los minimos sombreados en negro y ese propio PE que es el Maxmin.



Ahora calculamos, teniendo en cuenta que el Optimo se produce en la interseccion de las
rectas 1 y 2. Se tiene:

2x;1 —1=-2x; +1 luego

4x, = 2 y entonces

1
x1=z

Con este valor de probabilidad hallamos también x, =1 —x; =1 —% = % y ademas con

cualquiera de las rectas podemos calcular el valor 6ptimo de PE haciendo por ejemplo:
1
PE=2x1—1=2(§)—1=0

Este sera entonces el valor v del juego. Para establecer el equilibrio el pago 6ptimo para el
Jugador 2, surgido al calcular el minimo de sus méaximas pagos al Jugador I, también tendra
que ser igual al valor de PE. En formulas:

v =minMax = Maxmin=v=v =PE =0

Ahora resulta sencillo calcular la estrategia mixta para el Jugador II. En efecto, suponiendo
que el Jugador I elige sus estrategias mixtas (1,0) y (0,1) se obtienen las ecuaciones:
0=PE=y1+y,(-1)

0=PE=y,(-1)+y,1

Como y; +y, =1queda 0 =y; — (1 —y;) dedonde y, = % y por lo tanto y, = %

Hemos resuelto el juego al determinar que la estrategia mixta del Jugador I estd constituida
por el par (1/2, 1/2), que la estrategia mixta del Jugador [T es (1/2, 1/2) y que el pago esperado
correspondiente a ellas y por lo tanto éptimo en el sentido minimax es 0.
Supongamos ahora que hasta aqui no se ha jugado el juego y se lo hard una vez
a continuacion. ;Como deben proceder los jugadores? La unica regla posible es hacer un
sorteo para elegir qué estrategia jugar. Esto es asi, pues si hubiese una regla, ambos jugadores
la conocerian y por ende podrian contrarrestarla jugando para obtener un mejor pago. Por lo
tanto, la mejor eleccion racional serd la que surja del sorteo que, de acuerdo con la
distribucion de probabilidades de su estrategia mixta, cada uno realice para elegir si muestra
uno o dos dedos. Quizas pueda no verse alin que esta es la mejor respuesta racional factible,
pero podremos entenderlo si volvemos al ejemplo en que se jugaba el juego 3000 veces y un
jugador elegia 2000 veces una estrategia y 1000 la otra, lo que responderia a la estrategia
mixta (2/3, 1/3). Simplemente si el otro jugador se atuviera a la respuesta racional y sorteara
segun la estrategia mixta (1/2, 1/2) cual estrategia jugar cada vez, seguramente al cabo de
3000 juegos hubiera jugado aproximadamente la mitad de las veces cada estrategia. Habria
entonces, posiblemente, 500 veces en que este jugador le hubiera opuesto al otro una
estrategia ganadora y en ese caso la posible diferencia a su favor seria de 500 pesos. En
cambio, si ambos jugadores juegan racionalmente la ganancia al cabo de los 3000 juegos
tendria que rondar los 0 pesos para cada uno.
Un aspecto importante a destacar es que, si el punto de equilibrio se alcanza
sin recurrir a estrategias mixtas, esto puede interpretarse pensando que la estrategia 6ptima
de cada uno de los jugadores tiene probabilidad 1 de ser jugada y el resto de las disponibles,
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probabilidad 0. Tal lo ocurrido al resolver el problema planteado en la seccion V1.4 y también
cuando calculamos los pagos esperados para ambos jugadores en el problema de los dedos.

V1.6 Juegos y programacion lineal

Cuando ninguno de los jugadores puede quedarse con dos estrategias para
formar su estrategia mixta, no resulta factible resolver el juego en forma gréafica. Sin
embargo, es posible atn hallar la solucion por medio de la programacién lineal. Un juego de
dos jugadores que compiten en forma racional, con informacion completa y de suma cero,
puede en forma general, tener m estrategias disponibles para el Jugador I y n estrategias
seleccionables para el Jugador II. Esto se trasuntaria en una matriz de pagos como la que
sigue:

ai1 Q12 - QAqp
( : - ) siendo (xq, X3, .., X;m) € (Y1, Vo, -, V) €strategias mixtas de los
Qn1 Amz2 -+ Amn
Jugadores 1 y II respectivamente. La formula general del pago esperado es
PE = ¥1L Yy aijx;y;
Cuando calculamos la solucion en forma grafica supusimos en realidad que el
Jugador II o bien jugaba la estrategia 1, es decir que considerabamos su estrategia mixta
(y1,y2) = (1,0), o bien jugaba su estrategia 2 lo que correspondia a la mixta
(y1,¥2) = (0,1). En el caso general también podriamos hacerlo asi, considerando las
estrategias mixtas (1, 0, 0...0) hasta (0, 0, ...,1) elegidas por el Jugador II. De este modo, las
cantidades Y./ @1 X, Disq QiaXiy ---» Dinq QimX; Tesultaran siempre mayores o iguales al
minimo de ellas al que denominaremos min . Por otra parte es claro que min es lo que se
intenta maximizar en términos matematicos para hallar el valor v del juego y que debe
cumplirse x; + x5 + -=* + x;,,, = 1 pues es la suma de las probabilidades de elegir cada una
de las estrategias del Jugador I. Lo expuesto permite entonces plantear el siguiente problema
de programacion lineal

[Max] v = min con las restricciones:

Yz, a;x; —min >0 j=12,..,n
X1+ x,+ o+ x,=1
x>0 i=1,2..,m

El problema dual permitira hallar la 6ptima estrategia mixta del jugador II por
lo que en el renglon 0 del cuadro final resultante del problema primal, también estard la
solucion para éste jugador.

Para finalizar resolvemos entonces el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: La matriz de pagos del conocido juego Piedra, Papel o Tijera se puede escribir de
la siguiente forma:



Jugador I/Jugador 11 | Piedra | Papel | Tijera
Piedra 0 -1 1
Papel 1 0 -1
Tijera -1 1 0

Como no hay punto de ensilladura, para hallar el valor del juego es necesario usar estrategias
mixtas. Por otra parte, al no poder quitar ninguna de las filas o columnas por dominancia,
ninguno de los dos jugadores tiene solo dos estrategias disponibles como para intentar la
resolucion gréfica. Por lo tanto, hay que plantear un problema de programacion lineal.
[Max] v = min
Xy X3 —min =0

—Xx; +x3—min=0

X1 — Xy —min=0

X1+ xy + X3 =1
X1 20,x20,x3=0
Al resolver se obtienen la estrategia mixta del Jugador I (1/3, 1/3, 1/3), la estrategia mixta
del Jugador II (1/3, 1/3, 1/3) y el pago esperado correspondiente v=PE=0

Ejercicios resueltos

Ejercicio N° 1- Considerar el juego que tiene la siguiente matriz de pagos:

/11 1 2 3 4
1 2 -3 -1 1
2 -1 1 -2 2
3 -1 2 -1 3

Determinar la estrategia Optima para cada jugador mediante la eliminacion sucesiva de
estrategias dominadas. Proporcionar una lista de estas estrategias dominadas (y la estrategia
correspondiente) en el orden en que se pueden eliminar.

/1 1 2 3 4
1 ff! =3 } 1

2 1 1 2 2

3 A 7 D |3/

1. F2 es dominada por F3
2. C1 es dominada por C3
3. F1 es dominada por F3
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4. C4 es dominada por C2
5. C2 es dominada por C3
El jugador 2 elige la estrategia 3 y el jugador 2 elige la estrategia 3, el valor del juego es -1

Ejercicio N° 2- Encuentre el punto silla del juego que tiene matriz de pagos:

Ju/du | 1 2 3 4 Min
1 3 3 |2 |4 |4
2 4 |2 |1 |1 4
3 1 12 0 4

Max | 3 4) |2 1

El valor MaxMin es -1, y el valor MinMax también es -1, por lo que el punto silla del juego
es=-1.

Ejercicio N° 3- Resolver el juego que tiene la siguiente matriz de pagos:

/1 1 2
1 3 -2
2 -1 2

En primer lugar, planteo el criterio minimax:

/11 1 2 minimos
1 3 -2 -2
2 -1 2 -1=Maxmin
maximos 3 2=minMax

Se observa que ¥ # v por lo tanto hay que buscar el punto de equilibrio del juego con
estrategias mixtas.

/1 1 2

Proba. Y1 Y2
1 X1 3 -2
2 X2 -1 2



Cuando el Jugador II juega la estrategia 1, es decir opta por su estrategia mixta (1,0), el pago
esperado para el Jugador I es:

PE = x; X34+ x, X (—1)
De la misma forma cuando el Jugador II juega su estrategia 2, aplicando la estrategia mixta
(0,1), se puede esperar un pago

PE =x; X (—=2) +x, X2
Como, por tratarse de probabilidades, x; +x, =1 = x, =1 — x4

resulta que el pago esperado puede ponerse en funcion de x; haciendo:
PE=x;%X3+(1 —x)X(-1) >PE=4x;,—1 rectal
PE=x;X(-2)+ (1 —x;) X2 >PE =—-4x;,+2 recta?2

La matriz de pagos para el Jugador I puede ahora verse:

v 1 2
Estrategia mixta 4x, — 1 —4x; + 2
Segln el criterio minimax el Jugador I debe hallar el méximo de sus minimos pagos. En la

figura se muestran en negro los minimos pagos esperados correspondientes y con un punto
gris se sefiala el maximo.

PE

recta 1

xl

El 6ptimo se produce en la interseccion de las rectas 1 y 2. Se tiene:
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4‘x1—1 =—4x1+2
4‘X1+4‘X1:2+1

3
8x1=3 =>x1= E

El valor x; representa la probabilidad de que el Jugador I elija su estrategia 1. Se puede
hallar también x,, probabilidad de que el jugador I elija su estrategia 2
Xy = 1 — X1

Xy = 3
5
x2—8

y ademas con cualquiera de las rectas se puede calcular el valor 6ptimo de PE. Por ejemplo:

PE—43 1
'8

PE = % Este es entonces el valor v del juego

Para establecer el equilibrio el pago 6ptimo para el Jugador 2, surgido al calcular el minimo
de sus maximos pagos al Jugador I, también tendra que ser igual al valor de PE. En férmulas:

17=minMax=Maxmin=g=v=PE=%

Ahora resulta sencillo calcular la estrategia mixta para el Jugador II. En efecto, suponiendo
que el Jugador I elige sus estrategias mixtas (1,0) y (0,1) se obtienen las ecuaciones:

PE =y, X3+ y, x(-2)

PE=y; X (1) +y,x2

Ademés como y; +y, = 1resulta y, = (1 —y;) y entonces:

PE= -y, +(1—y,) X2

PE = —y, +2— 2y,

PE = —3y; +2

Se tiene aqui: 1/2 = —3y; + 2 con lo cual y, =% y también y, =1 —% =1/2

El juego ha quedado entonces resuelto siendo (3/8, 5/8) la estrategia mixta del Jugador I,
(1/2, 1/2) 1a del Jugador Il y el pago esperado PE=1/2

—
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Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 4- Para cada una de las siguientes matrices de pago determinar la estrategia
optima para cada jugador eliminando sucesivamente las estrategias dominadas. (Indicar el
orden en el que se eliminaron).

a)
I/ |1 2 3
1 3 1 2
2 1 2 1
3 1 0 2
b)
I/ |1 2 3
1 1 2 0
2 2 -3 -2
3 0 3 -1

Ejercicio N° 5- Encontrar el punto silla del juego que tiene matriz de pagos:

I/11 1 2 3
1 1 -1 1
2 -2 0 3
3 3 1 2

Ejercicio N° 6- Dos compaiiias comparten el grueso del mercado para cierto tipo de producto.
Cada una estd haciendo nuevos planes de comercializacién para el proximo afio con la
intencion de arrebatar parte de las ventas de la otra compaiiia. (Las ventas totales del producto
son mas o menos fijas, por lo que una compania puede incrementar sus ventas solo si
disminuyen las de la otra). Cada una estd considerando tres posibilidades: 1) un mejor
empacado del producto, 2) un aumento en la publicidad y 3) una pequefia reduccion en el
precio. Los costos de las tres opciones son comparables y lo suficientemente grandes como
para que cada compaiiia elija solo una. El efecto de cada combinacién de alternativas sobre
el porcentaje aumentado de las ventas para la compaiiia 1 es:
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I/11 1 2 3

1 2 1
2 1 4 0
3 3 -2 -1

Cada compania debe hacer su eleccion antes de conocer la decision de la
otra compaiiia.
a) Sin eliminar las estrategias dominadas utilice el criterio minimas para
determinar la mejor estrategia para cada parte.

b) Identifique y elimine las estrategias dominadas hasta donde sea posible. Haga
una lista de las estrategias dominadas que muestre el orden en el que se pudieron
eliminar. Después elabore la matriz de pagos reducida que resulta cuando ya no
quedan estrategias dominadas.

Ejercicio N° 7- El sindicato y la gerencia de una compaiia negocian el nuevo contrato
colectivo. Las negociaciones estan congeladas pues la gerencia hace una oferta “final” de un
aumento de 1.10 $/hora y el sindicato hace una demanda “final” de un aumento de 1.60
$/hora. Ambos han acordado que un arbitro imparcial establezca el aumento en alguna
cantidad entre 1.10$/hora y 1.60$/hora (inclusive). El arbitraje ha pedido a cada lado que
presente una propuesta confidencial de un aumento salarial econémicamente razonable y
justo redondeado a los 10 centavos mas cercanos. Por experiencias anteriores ambos lados
saben que el arbitraje casi siempre acepta la propuesta que le convenga mas al lado que mas
cede respecto de su cantidad “final”. Si ningin lado cambia su cantidad final o si ambos
ceden en la misma cantidad, el arbitraje suele establecer la cifra en la mitad (1.358/hora en
este caso). Ahora cada lado necesita determinar que aumento proponer para obtener un
beneficio maximo.
a) Formule este problema como un juego de dos jugadores de suma 0.
b) Utilice el concepto de estrategias dominadas para determinar la mejor estrategia
para cada lado.
¢) Sin eliminar estrategias dominadas utilice el criterio minimas para determinar la
mejor estrategia para cada lado.

Ejercicio N° 8- Dos jugadores juegan lo siguiente: en simultaneo muestran uno o dos dedos.
Si las cantidades de dedos coinciden el jugador 1 gana 1$ si no es el jugador 2 el que gana
$1. Resolver el juego analitica y graficamente.

Ejercicio N° 9- Considere el juego que tiene la siguiente matriz de pago:

v 1 2
1 3 -2
2 -1 2

Resolver el juego en forma grafica y analitica.
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Ejercicio N° 9- Dos empresas compiten con un mismo producto en el mercado que
monopolizan. Actualmente estan disefiando sus campaiias de publicidad en radio y television
para el proximo verano. Segun los estudios de marketing, las porciones de mercado que le
ganarian a su competidor si anuncian en radio y/o television, considerando la perspectiva de
la empresa A estan dadas, en porcentajes, en la siguiente tabla:

Estrategia Publicidad en TV Publicidad en Radio
Publicidad en TV 2 1
Publicidad en Radio -1 3

Se desea establecer la estrategia de publicidad que optimice la porcion de mercado a ganar y
cual es ésta.

Ejercicio N° 10- Resolver el juego dado por la matriz de pagos:

Jugadorl/Jugador IT | 1 2 3
1 1 -2 0
2 -1 3 -2
3 0 -3 0

Ejercicio N° 11- Resolver el siguiente juego.

Estrategias 1 2 3
1 3 -3 0
2 5 7 2
3 9 1 -1

Ejercicio N° 12- Dos empresas compiten por un mercado con tres estrategias posibles de
publicidad que por razones de costos no pueden combinar entre si. Deben elegir entonces una
opcion entre hacer publicidad por radio, por television o por afiches callejeros. El resultado
en porcentaje de mercado que ganaria o perderia la empresa A en cada cruce de estrategias
ha sido establecido en la matriz de pagos
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Empresa B

Radio TV Afiches
Radio 2 -5 3
Empresa A TV 3 0 5
Afiches -1 -2 0

Determinar la estrategia 6ptima para cada empresa y el porcentaje de mercado que variara
para cada una luego de la publicidad elegida.

Ejercicio N° 13- Resolver el juego cuya matriz de pagos es:

Jugl/Jugll Estrategia 1 Estrategia 2 Estrategia 3
Estrategia 1 -1 2 5
Estrategia 2 2 -1 4

Ejercicio N° 14- Una empresa de transporte de cargas realiza su servicio entre la Ciudad de
Buenos Aires y la de Mendoza. Dispone de dos caminos alternativos: la ruta 7 directamente
o la ruta 8 que pasa por Rio Cuarto en Cérdoba y empalma con la 7 en Villa Mercedes, San
Luis. Si bien la empresa cumple con las reglamentaciones vigentes trata de evitar los
controles de carga que efectiia la Direccion Nacional de Transporte pues esto le implica
costos por demoras que se evalian en $1000 por control. La Direccion Nacional de
Transporte tiene personal limitado para los controles asi que ha decidido optar entre dos
politicas: colocar su puesto de control en una sola ruta en cuyo caso hay seguridad de que un
camion serd controlado si va por esa ruta, o partir a la mitad su personal colocando un puesto
en cada ruta, pero en ese caso teniendo una probabilidad 0.5 de controlar el camion si este va
por ruta 7 y otra probabilidad 0.3 de controlarlo si este va por ruta 8. Se desea establecer
entonces la estrategia dptima de eleccion de ruta y politica de control para la empresa y la
Direccion Nacional de Transporte.

Ejercicio N° 15- Dada la matriz de pagos siguiente, resolver por programacion lineal para
ambos jugadores.

B1 B2 B3
Al 3 -1 -3
A2 -2 4 -1
A3 -5 -6 2

—
W
v






VII- Teoria de la Decision

VII.1 Introduccion

Por lo general tomar una decision involucra un proceso en el tiempo. En el pasado
seguramente se han recogido datos que actualmente son utilizados como informacion para
decidir realizar una accion de entre varias posibles. Los resultados de la accion realizada se
veran en el futuro. En la Gréfica 1 se presenta un esquema de lo antedicho.

QGrafica 1
Pasado Presente Futuro
DATOS DECISION ACCION Ai RESULTADO

X

Las distintas acciones posibles se denotan A4, A, ..., A,. Por otra parte hay diferentes
situaciones futuras Fy, F, ..., F, en las cuales se daran los resultados X;;. Es decir: X;; es el
resultado de la accion A; en el futuro F;.

Cada futuro puede interpretarse como un “estado de la naturaleza”. Si los futuros
correspondiesen a las estrategias posibles de un oponente racional, el problema de tomar una
decision podria interpretarse como un juego de dos jugadores, pero el oponente “naturaleza”
no suele seleccionar sus estrategias buscando un Optimo opuesto a la estrategia de quien
decide, sino que se comporta mas benignamente.

Veamos un ejemplo. En una fabrica se desea decidir si se compra maquinaria nueva
(accion A,), se reforma la maquinaria actualmente en uso (accion 4,) o se la sigue utilizando
como esta (accion A3). Se sabe que en el futuro puede aumentar la demanda (futuro F;) o
puede no aumentar (futuro F,). Claramente los resultados de cada una de las acciones
posibles, en términos de ganancias, variaran de acuerdo a como se presente el futuro. Estas

ganancias pueden estimarse y disponerse en una matriz de resultados como se muestra en la
Tabla 1.
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Tabla 1

Accion/Futuro F; Demanda aumentada | F, Demanda igual
A, Usar maquinaria nueva Xi1 X1
A, Usar maquinaria reformada X5 X5
A; Usar maquinaria actual X3 X35

Las cantidades X;; son las ganancias a obtener si se realiza la accion A; cuando el futuro

resulte F;. La matriz de resultados puede diagramarse como un arbol de decision segun la
Gréfica 2.

Grafica 2
Presente Accion Futuro

X11/H1

A1
T x12/2
X21/H1

X A2 |

X22/F2

A3
X31/H
X32/F2

Cada futuro tiene una cierta probabilidad de ocurrencia. En este caso p; es la
probabilidad del futuro p; y p, la probabilidad del futuro F, de forma tal que p; + p, = 1.
Estas probabilidades forzosamente habran de influir en la decision segun el criterio que se
adopte para tomarla. En el presente problema ese criterio consistira en buscar la maxima
ganancia.
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A partir de aqui se pueden identificar distintas condiciones bajo las que se produce la
decision.
1) Certeza Existe un unico futuro posible F que se producird con probabilidad p =1
i1) Riesgo
se conocen.

Existen varios futuros (estados de la naturaleza) posibles y sus probabilidades

1il) [Incertidumbre Existen varios futuros (estados de la naturaleza) posibles y sus
probabilidades no se conocen.

VII.2 Decision en condiciones de riesgo

Consideremos un nuevo ejemplo. Un agricultor puede sembrar trigo o maiz y tiene
para los proximos meses estos posibles estados climaticos: tiempo bueno, tiempo variable o
tiempo malo. Las ganancias X;;, en cada situacion posible, se dan en la Tabla 2 junto con las
probabilidades conocidas de cada estado de la naturaleza.

Tabla 2
F; Tiempo Bueno F, Tiempo Variable | F; Tiempo Malo
A; Sembrar Trigo | 2000 $/ha 1000 $/ha 500 $/ha
A, Sembrar Maiz 4000 $/ha 500 $/ha 0 $/ha
p, =03 p, =05 p; =02

Conocidas las probabilidades de los estados del tiempo para los proximos meses nos
encontramos en este problema con la necesidad de tomar una decision en condiciones de
riesgo. Es decir, no tenemos certezas de lo que habra de ocurrir con el clima, pero conocemos
el peso de sus distintas posibilidades. En esta situacion, y acordado el criterio de buscar la
maxima ganancia, se puede proceder obteniendo el resultado esperado de cada accion
factible. Una vez hecho esto se elegira la accion cuya expectativa de ganancia sea la mayor.

VE(A,) =2000x0.3 +1000x0.5 +500x0.2 =1200$/ ha
VE(A,) =4000x0.3 +500x0.5 + 0x0.2 =14258%/ ha

De acuerdo a estos célculos deberé elegirse la accion A, sembrar maiz.
Observaciones:

a) Laidea detrés de este procedimiento es que si la decision tuviera que tomarse muchas
veces, por ejemplo todos los afios, la tendencia central indicada por el valor esperado
optimo indicaria mayor ganancia total tomando la accion A,.

b) Podria pasar, como ocurre en los juegos entre estrategias de un mismo jugador, que
una accion dominara totalmente a la otra presentando para todos los futuros posibles
mayores o iguales ganancias que otra.

¢) Maximizar la ganancia podria hacer que el riesgo de pérdida aumentara. Supdngase
al mismo agricultor, pero con los datos aportados por la Tabla 3
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Tabla 3

F; Tiempo Bueno

F, Tiempo Variable

F3 Tiempo Malo

A, Sembrar Trigo 2000 $/ha 1000 $/ha 500 $/ha
A, Sembrar Maiz 6000 $/ha 0 $/ha 0 $/ha
p, =03 p, =05 p; =02

Al utilizar el criterio del valor esperado:
VE(A,) =2000x0.3+1000x0.5+500x0.2 =1200$/ ha

VE(A,) =6000x0.3 + 0x0.5+0x0.2 =1800$/ ha

Corresponde entonces, segun el criterio empleado, tomar la accién A,. Sin embargo, debe
quedarnos claro que corremos un fuerte riesgo de no tener ninguna ganancia si se presentasen
los estados climaticos F, o F,. Ese riesgo de no ganar o costo de oportunidad, puede ser
apreciado utilizando la Teoria de la Utilidad que cae fuera de los limites de esta exposicion
introductoria.

VII1.3 Decision en condiciones de incertidumbre

Supongamos ahora un nuevo caso en el cual las probabilidades de los distintos estados
de la naturaleza no se conocen y sin embargo debemos tomar una decision. Consideremos
que la Tabla 4 expresa los resultados de un cierto problema donde esto ocurre.

Tabla 4

F F, F, F,
4, 0 1
4, 1 1 1 1
4, 0 4 0 0
4, 1 3 0 0

Ante la condicién de incertidumbre provocada por el desconocimiento de las
probabilidades de cada futuro F; no puede usarse el criterio del valor esperado. Sin embargo,
son varias las formas en que el problema puede abordarse.

Observacion:

En lo que sigue se supone que un resultado es mejor cuanto mayor es. Sin embargo,
en determinados problemas pudiera ser exactamente al revés. Por ejemplo si la matriz de la
Tabla 4 se refiriera a costos esta claro que de ejecutarse la accion A3 un costo de 4 seria peor
que un costo de 0. Esto sugiere que, en tales casos, los criterios que se exponen deben
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ajustarse “mutatis mutandi” (cambiando lo que hay que cambiar) para asegurar su
efectividad.
1) Criterio de Laplace

También llamado criterio de racionalidad propone asignar a cada futuro F; igual
probabilidad p; segin el “principio de la razon insuficiente” que considera valida la
suposicion de equiprobabilidad ante la falta de otra informacion. Asi una vez fijadas estas
probabilidades se procede a buscar la accion que produzca el valor esperado dptimo. Para el

problema considerado:

VE()=2x - +2x L 10x L o1x L2125
47774774 g

VE(A) =1x - 41x - +1x b 11x L =1
44Ty

VE(A)=0x L +dxtroxlioxtoi
4TI

VE(A4)=1><1+3><1+0><1+0><1=1
- 4 4 -

Segun el criterio de Laplace la decision debe consistir entonces en ejecutar la accion A;.

Observacion:

Si las acciones posibles fueran las mismas y los futuros se considerasen en forma
diferente, agrupandolos o separandolos de alguna manera, pudiera ocurrir que el criterio de
Laplace condujera a una decision distinta al dividir la probabilidad total en partes iguales.

i1) Criterio de Wald

Enfoca el problema de decidir con pesimismo. Asi analiza, en el supuesto de realizar la
accion A;, cudl seria el peor resultado posible y luego de realizar esto para todas las acciones
en consideracion, selecciona la mejor de las peores cantidades halladas. En términos
matematicos lo que hace es calcular el resultado VW = M?X mjin Xij y elegir la accion 4;

que lo produce. Para el problema ejemplo analizado se tiene la Tabla 7.5

Tabla 7.5

Accion Peor
Resultado

0

1

0

w

NN S

~

0

VW = Maxmin X;; = 1
L

—
—



Al seguir este criterio se debe decidir realizar la accion A,. De paso obsérvese que si

la matriz expresara costos se debiera calcular VW = minMax X;; = 1 correspondiendo
L
entonces ejecutar también, en este particular caso, la accion A,.

ii1) Criterio de Hurwicz

Propone seleccionar un coeficiente de optimismo « en el rango 0 < a < 1. Luego para
cada accion A; se calcula la cantidad

H; = a X Max(X;;) + (1 — @) X min X;;
J J

Se selecciona la accion A; que corresponda al mejor valor H;. Por ejemplo si « = 0.6
para el ejemplo analizado se tiene

H,=06%X2+04x0=12
H,=06Xx1+04x1=1

Hy; =06X4+04x0=24
H,=06Xx3+04x0=18

Como consecuencia la accion a tomar seglin este criterio es A
Observaciones:

a) Un valora = 0 conduciria a elegir para cada accidon A; su peor resultado y si se
tomara entonces el mejor valor de H; este coincidiria con VW del criterio de Walt. Si
por el contrario se eligiera @ = 0 para cada accion 4; se elegiria su mejor resultado
y luego, de entre ellos, el mejor colocandose asi en una posicion de extremo
optimismo.

b) La cuestion es entonces establecer el valor de @ de una manera adecuada al criterio
de optimismo con el que quiera decidirse. Una técnica que puede emplearse para
determinar ese valor es proponer a quien toma la decision que establezca para que
valor de X entre 0 y 1 le es indiferente cual de las acciones A; 6 A,, de la matriz de
resultados de la Tabla 6, se elija.

Tabla 6
K F,
| 0 1
A, X X

Es claro que:
H=ax1+(1-a)x0=a
Hy=axX+(1-a)xX=X
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Como para que cualquiera de las decisiones A; 6 A, dé lo mismo debe ocurrir
H; = H,, en ese caso resultard @ = X. En esta circunstancia a quien decide le da lo mismo
ganar X, hecho que logrard independientemente de cual sea el futuro si elige la accion A,,
que tener una ganancia que pueda ser 0 o 1 si realiza la accion A,

iv) Criterio de Savage

Este enfoque es muy distinto a los anteriores y se basa en la cuantificacion del
“lamento” por no haber decidido una accién A; cuando ya se sabe que ha ocurrido en el
futuro. Si de antemano se hubiera conocido cual futuro habria de darse, en ese estado natural
hubiera habido alguna accion que efectivamente diera la mayor ganancia; de tal modo, si se
ha decidido por otra alternativa, habrd una diferencia entre lo que se gano y lo que pudo
ganarse que es la cantidad que se “lamenta” no haber obtenido. Este “lamento” se denomina
mas propiamente costo de oportunidad. En el problema que se analiza para cada una de las
acciones posibles los eventuales “lamentos” son los de la Tabla 7

Tabla 7
F F, F, F,
A, 0 2 1 0
A, 1 3 0 0
4, 2 0 1 1
A, 1 1 1 1

Una vez obtenidas estas cantidades que forman la llamada matriz de costos de
oportunidad se procede a calcular para cada accion A4; el maximo costo. De esta forma surge
la Tabla 8

Tabla 8
Accion Maximo Costo de Oportunidad
4, 2
A4, 3
4, 2
A, 1

Finalmente se decide entonces por la accidon que garantice el menor “lamento”, en este
caso A,

La exposicion efectuada hasta aqui muestra claramente que la accion a realizar en un
mismo problema de decision puede ser distinta segun el criterio que se adopte para elegirla.



Al respecto solo cabe comentar que aun siendo “racionales” todos los criterios enunciados,
la adopcion de uno u otro dependera de las caracteristicas singulares del problema en cuanto
a posibilidades, apreciaciones subjetivas y riesgos que puedan o quieran enfrentarse.

VII1.4 Enfoque Bayesiano de la Decision

Una forma de ajustar el proceso decisorio reduciendo la incertidumbre es establecer,
al menos en forma subjetiva, una probabilidad para la ocurrencia de cada “estado de la
naturaleza”. Esto significa, por ejemplo, que una o varias personas experimentadas en el
dominio de estudio establecen un consenso sobre las posibilidades que se dé efectivamente
cada futuro. Se estaria entonces en la condicion de decision bajo riesgo que se analizo en
VIL.2, solo que las probabilidades de cada futuro pudieran no estar basadas en datos
fehacientes sino en apreciaciones un tanto intuitivas de quienes conocen el dominio. En este
contexto si las probabilidades pudieran objetivizarse un poco mas, recurriendo a algunos
analisis y pruebas estadisticas, esto redundaria en una decision mas precisa. Tal cosa puede
hacerse, y efectivamente en muchos casos se realiza, basandose en consideraciones de
probabilidad bayesiana.

La probabilidad de un hecho Hycondicionado a la ocurrencia real de un futuro F; se

P(HENF;)
Iculapor P(Hy|F;) = ——=
calcula po ( k| ]) ()
hechos se presentan conjuntamente con el futuro F; , mientras la zona no sombreada
representa la ocurrencia de esos mismos hechos en futuros distintos.

QGrafica 3

. En la Grafica 3 la zona sombreada muestra como distintos

H2
H1

Hk

Hn

H3

Al utilizar la formula de Bayes, la probabilidad de un futuro F; “a posteriori” de
cada hecho constatado Hj, se calcula

P(HF)P ()
PULTR)P(R) +—P(HF)P(R) + - P(H]F)P(F)

P(Flek) =
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De esta forma se pueden obtener las probabilidades de cada “estado de la
naturaleza” cuando ocurre cada hecho. Esto representa una correccion realizada sobre las
probabilidades de cada futuro que fueron establecidas de antemano ya fuera en forma
subjetiva o con informaciéon mds incompleta. Una vez halladas estas probabilidades “a
posteriori” es posible calcular con ellas, en forma mas ajustada, el valor esperado de cada
accion y optimizar entonces la decision. Veamos un ejemplo.

El problema del agricultor planteado en XI.2 contaba con las ganancias y
probabilidades “a priori” que se recuerdan en la Tabla 9.

Tabla 9
F; Tiempo Bueno F, Tiempo Variable | F; Tiempo Malo
A; Sembrar Trigo 2000 $/ha 1000 $/ha 500 $/ha
A, Sembrar Maiz 4000 $/ha 500 $/ha 0 $/ha
p, =03 p, =05 py, =02

Supongamos que para resolver el problema se encargue un estudio sobre la existencia de
subsidios a la produccion. Este estudio tiene un costo de $100 por cada hectarea sembrada y

arroja los siguientes datos expresados en la Tabla 10

Tabla 10
P(H X | F}) F; Tiempo Bueno F, Tiempo Variable | F; Tiempo Malo
H; Subsidio Total 0 1/6 2/6
H, Medio Subsidio | 1/6 2/6 3/6
H; Sin Subsidio 5/6 3/6 1/6

Cada celda de la tabla contiene la probabilidad P(Hk|Fj) de obtener un tipo de
subsidio cuando ocurre cada futuro. Claramente, cuando se anuncia un hecho, por
ejemplo , H, existencia de medio subsidio, hay que tomar una decision sobre si sembrar trigo
(accionA; ) o maiz (accion A,). Para ello se arma la Tabla 11 en la cual cada celda contiene
la probabilidad corregida de cada futuro cuando se produce cada tipo de subsidio
P (FJ|Hk) Cada uno de los futuros posibles tiene ahora una probabilidad “a posteriori” de
cada hecho que se calcula al utilizar la formula de Bayes. Por ejemplo:

0x0.3
0x0.3 +5X0-5+5X0-2
%x 0.5
0X0'3+8X0'5+6X0'2



2

g ¥ 0.2
P(F;[H,) = 1 5 = 0.44
0x034+=%x054+=%x0.2
6 6
Tabla 11
P(F;|Hy) F, Tiempo Bueno | F, Tiempo Variable | F; Tiempo Malo
H; Subsidio Total 0 0.56 0.44
H, Medio Subsidio | 0.158 0.526 0.316
H; Sin Subsidio 0.469 0.469 0.062

Al conocerse si va a haber subsidio completo, parcial o no va a haberlo, las nuevas
probabilidades halladas permiten establecer una regla de decision ajustada a esa informacion
adicional que se solicitd. Por ejemplo, si hubiera subsidio total habria que tener en cuenta las
probabilidades de “estado de la naturaleza” dadas en el primer renglon de la Tabla 11. De
acuerdo a ella los valores esperados de ganancias seglin se siembre trigo o maiz son:

VE(A,) =2000x0+1000x0.56 + 500x0.44 —100 = 670$/ ha
VE(A,) =4000x0+500x0.56+0x0.44—100 =175%8/ ha

Al restar $100 en cada calculo del valor esperado, se esta teniendo en cuenta el costo
por hectéarea del estudio realizado. Los resultados obtenidos determinan entonces que si hay

subsidio lo mas conveniente resulta sembrar trigo (Al). Al calcular los valores esperados
relacionados con la ocurrencia de cada uno de los escenarios H) posibles se obtiene la
siguiente regla de decision:

d(H)) =4,
d(Hz) =4
d(H3) =4,

Es decir que segin el criterio del valor esperado calculado aplicando las
probabilidades “a posteriori”, si el agricultor sabe que va a haber subsidio total o medio
subsidio le conviene mas sembrar trigo, mientras que si no va a haberlo le resulta mejor
sembrar maiz.

VILS Valor de la Informacion
1) Valor de la informacion completa

Se puede medir el valor de la informacién al decidir. Para esto se parte del concepto
de informacion completa que consiste en conocer efectivamente cual futuro habra de
presentarse en cada oportunidad en que deba decidirse. De acuerdo a ello, suponiendo que
cada futuro habra de darse en la proporcion de veces que indica su probabilidad de ocurrencia,
se define la ganancia esperada con informacién completa (GIC) como la suma de los
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productos de los mejores resultados en cada futuro por las probabilidades de ocurrencia de
esos futuros. Para nuestro ejemplo resumido en la Tabla 9 se tiene:

GIC=4000x0.3+1000x0.5+500x0.2 =1800$/ ha

Por otra parte la decision bajo condicion de riesgo implica realizar la accidon A;cuya ganancia
esperada VE (A;) resulte mayor.

VE(A,)=4000x0.3+500x0.5+0x0.2 =1425%/ ha

De tal forma el valor de contar con la informacion completa VIC resulta la diferencia entre
la ganancia esperada con informacioén completa y el valor esperado 6ptimo. Asi resulta:

VIC =1800 —1425 =375%/ ha

Esto significa que por la informacion completa acerca del clima, es decir por saber
exactamente que va a ocurrir con ¢l, podrian pagarse hasta 375$/ha.

i1) Valor de la informacion adicional

Hemos visto ademas que es posible atenuar el riesgo utilizando informacién adicional
por medio de estudios que actualicen las probabilidades de cada futuro segun los hechos que
se presenten ;Hasta cuanto tendra sentido pagar por estudios de este tipo?

Hay que tener en cuenta que segun cada hecho que efectivamente se dé, habra una
accion que produzca el mejor valor esperado con lo cual la ganancia promedio que produzca
la regla de decision adoptada se calculard como la suma de los productos del mejor valor
esperado para cada hecho por la probabilidad de que ese hecho se presente. En el ejemplo
del agricultor si se presenta el hecho H;, otorgamiento de subsidio completo, el valor
esperado de la accion decidida segun la regla d, sin restarle el costo de la informacion seria:

VE(A,) =2000x0+1000 x0.56 +500 x 0.44 = 770$/ ha

De forma similar si ocurre el hecho H,, medio subsidio, la accion elegida por la regla sera A
con valor esperado

VE(A,) =2000x0.158 +1000 % 0.526 + 500 % 0.316 = 900$/ ha

Finalmente si no hay subsidio, hecho H; , la accion A, decidida tiene valor esperado
VE(A,) =4000x0.469 + 500 % 0.469 +0x 0.063 = 2110.5$/ ha

Obsérvese que se han calculado los valores esperados 0ptimos ante cada hecho utilizando la
probabilidad “a posteriori” de cada futuro dada por la Tabla 11.

De acuerdo a lo expuesto la ganancia media producida por la regla d, que tiene en cuenta la
informacion adicional, resulta

GIA(d) = 770x P(H, )+ 900 x P(H, ) + 2110.5x P(H,)

Las probabilidades de cada uno de los hechos Hj, pueden calcularse a partir de las obtenidas
en la Tabla 10 al tener en cuenta que por definicion de probabilidad condicional
P(HknFj)

(i |F) =

y luego  P(Hy|F;)P(F;) = P(Hi N F)



Entonces la probabilidad de cada hecho Hj, se obtendra como la suma de las probabilidades
conjuntas con cada futuro F;

P(H) = ) P(H, N F)
J

En el ejemplo que estamos analizando se tienen las probabilidades “a priori” P(F;) de cada

futuro dadas en la Tabla 2 y las probabilidades P (H k |P}) de cada hecho condicionado a cada
futuro en la Tabla 10. Entonces

P(Hl)=O><0.3+é><0.5+§><0.2=0.15

P(H,) =lx0.3+g><0.5+§><0.2=0..317
6 6 6

P(H3)=2x0.3+2x0.5+éx0.2=0.533

Luego calculamos la ganancia media con informacion adicional
GIAd) =770x0.15+900%0.317 + 2110.5x0.533 =1525.70%/ ha

Como la decision en condiciones de riesgo, tomada al conocer solo las
probabilidades “a priori” de cada futuro, tenia una ganancia esperada de 1425%/ha que se
obtenia como resultado de elegir la accidon A, se ve que el efecto de la informacién adicional
permite una ganancia esperada mayor. En general, lo que se podria llegar a pagar por la
informacion adicional seria la resta entre la ganancia esperada con ella y la ganancia esperada
si no se la considera. En nuestro caso el valor de la informacion adicional es entonces

VIA=1525.7-1425=100.7$/ ha

con lo cual el precio pagado efectivamente, de $100 por hectarea, es casi el maximo que tenia
sentido pagar.

VIL6 Arboles de Decision

El enfoque bayesiano de la decision puede expresarse en forma grafica a través de
un drbol de decision. Este consiste en un esquema que ordena cronoldgicamente las
alternativas posibles basandose en nodos que pueden simbolizar puntos de decision o puntos
de bifurcacion de acuerdo a probabilidades. Es de practica sefalar los nodos de decision con
cuadrados y los de probabilidad con circulos. Al unir los nodos por ramas se despliega el
arbol que tiene en cuenta la precedencia de los eventos. Para nuestro ejemplo del agricultor
el arbol es el de la Grafica 4
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Grafica 4

F1 Tiempo Bueno
F2 Tiempo Variable
F3 Tiempo Malo

A1 Sembrar
Trigo

A2 Sembrar

Ma\z
Al
/é

Sin estudio
de subsidios

H1 Subsidio
Total

Con estudio
de subsidios

H2 Medio Su

H3 Sin
Subsidio

La cuestion es que mientras en los nodos de decision la eleccion de la rama a seguir
la realiza quien decide, en los nodos de probabilidad esa eleccion esta librada al azar que
marca la respectiva distribucion. Tomar la decision dptima involucra entonces realizar las
cuentas que se efectuaron en VIL.4 considerando las esperanzas matematicas necesarias. Por
ejemplo, la ganancia esperada al decidir la accion A; cuando se ha presentado el hecho H;
€s, como vimos antes,

VE(A,)=2000x0+1000x0.56 + 500 x 0.44 = 7708/ ha

Para calcular esta ganancia media se han utilizado las probabilidades “a posteriori” de cada
futuro. Por otra parte la ganancia esperada al decidir la accion A4, luego del mismo hecho Hy
es:

VE(A,)=4000x0+500x0.56 +0x0.44 =275%/ ha

Esto implica que situado en el nodo de decision correspondiente la rama del arbol que
representa la accion A, debe descartarse. Al ir desde ese nodo, de color negro en la Grafica
5, hacia la raiz, se llega al nodo anterior que es de probabilidad lo que implica que alli no hay
decision posible. Esto lleva a considerar las ramas que, saliendo de tal nodo, representan el
otorgamiento de medio subsidio H, o la inexistencia del mismo H; y luego, en cada una de
ellas las ganancias esperadas respectivas. Asi podran eliminarse otras ramas del arbol por no
resultar Optimas.

Cuando se explora hacia atras el arbol desde el nodo de probabilidad de los hechos
posibles, se llega a la raiz que es un nodo de decision. La ganancia esperada cuando se cuenta
con la informacion adicional sobre las probabilidades de subsidios ya fue calculada y resulto:



GIAd)=770%x0.15+900%0.317+2110.5x0.533 =1525.70$/ ha

Como en el presente nodo hay que decidir, ya que es precisamente un nodo de decision, es
necesario comparar esta cantidad con la que debiera esperarse si no se contara con
informacion sobre los subsidios. Como ya se vio en 2-, tal ganancia esperada es consecuencia

de tomar la accion A, y resulta:

VE(A,)=4000x0.3+500x0.5 + 0x0.2 =1425%/ ha

La comparacion indica que en el arbol de decision debe descartarse la rama que no incorpora
informacion adicional. Finalmente, entonces quedan en pie, como regla de decision Optima,
todas las ramas que, partiendo de la raiz, sefialada en negro en la Grafica 5, proporcionan la
mejor ganancia esperada.

Grafica 5

En realidad, la identificacion de tales trayectorias requiere los calculos para cada
rama, desde la raiz a las hojas, lo que aqui ha podido simplificarse en base a las cuentas
desarrolladas en los anteriores apartados, que permitieron ilustrar el método grafico,
conociendo de antemano la solucion.

VII.7 Decision en Condiciones de Certidumbre

Cuando existe certidumbre sobre el futuro, es decir cuando un determinado
futuro tiene probabilidad 1, solo hay que considerar la decision 6ptima en ese caso. Para esto
se pueden aplicar distintos modelos segtn las propiedades del sistema que se desee optimizar.
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El modelo de programacion lineal ya considerado o los diferentes modelos de inventario
analizados son ejemplos de ello.

Ejercicios resueltos

Ejercicio N° 1- Los directivos de una empresa deben escoger entre 3 fondos de inversion
para colocar un milloén de pesos. El departamento de evaluacion ha estimado la recuperacion
esperada en 1 afio basandose en tres opciones: un desempefio pobre, moderado o excelente
del indice Merval lo que se refleja en la siguiente tabla:

Inversion / Pobre Moderada Excelente
Desempefio del

Merval

Fondo 1 $50.000 $75.000 $100.000
Fondo 2 $25.000 $50.000 $150.000
Fondo 3 $40.000 $60.000 $175.000
Probabilidad 0,2 0,6 0,2

VE(F1) = $50.000 = 0,2 + $75.000 = 0,6 + $100.000 * 0,2 = $75.000

VE(F2) = $25.000 = 0,2 + $50.000 = 0,6 + $150.000 * 0,2 = $65.000

VE(F3) = $40.000 = 0,2 + $60.000 = 0,6 + $175.000 * 0,2 = $79.000

Se debe elegir el Fondo 3 ya que es el que obtiene mayor valor esperado ($79.000)
Ejercicio N° 2- . Dados los datos del Ejercicio N° 1 se ha ordenado un estudio sobre las

probabilidades de dos escenarios economicos distintos cuando se produjeran los
desempefios indicados. Esa informacion se dispuso en la siguiente tabla:

Pobre Moderada Excelente
Baja Inflacion 1/2 1/4 1/4
Alta Inflacion 1/2 3/4 3/4

Se pretende establecer una regla de decision que tenga en cuenta esta informacion.

La informacién que aporta la tabla se refiere a la probabilidad de un escenario, baja o alta
inflacion, condicionada a la ocurrencia de uno de los tres futuros posibles: rendimiento
pobre, moderado o excelente. Con ella podemos calcular entonces la probabilidad de cada
futuro segun el escenario que se dé. Es decir:

—
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P(BI N Pobre)

P(Pobre)
P((BI|Pobre)P(Pobre) = P(BI N Pobre)

P((BI|Pobre) =

P(BI n Pobre) = % x02=0.1

Asi también:

P(BI n Moderada) = i X 0.6 = 0.15 y P(BI N Excelente) = % x 0.2 = 0.05
Entonces P(BI) = 0.1 + 0.15 + 0.05 = 0.30 y luego:

0.1
P(Pobre|BI) = = 0.33

0.3
0.15
P(Moderada|BI) = 03 - =0.5
0.05
P(Excelente|BI) = 03 - 0.17
De similar forma se calcula
% 0,2
P((Pobre|Al) = 1 3 3 = 0.14
X 0,2+ -+ x06+ X 0,2
2 4
§ X 0,6
P((ModeradalAl) = T 3 3 = 0.64
7x02+4><0,6+zx0,2
302
P((Excelente|Al) = 1 3 3 = 0.21
2><02+4><06+4><02
Pobre Moderada Excelente
Baja Inflacion 0.33 0.5 0.17
Alta Inflacion 0.14 0.64 0.21

Escenario de Baja Inflacion:

1 1 1
VE(F1) = $50.000 * 3 + $75.000 * > + $100.000 * A $70.833,33

1 1 1
VE(F2) = $25.000 * 3 + $50.000 * 3 + $150.000 * i $58.833,33

1 1 1
VE(F3) = $40.000 * 3 + $60.000 * 3 + $175.000 * i $72.500

Escenario de Alta Inflacion:

1 9 3
VE(F1) = $50.000 *7 + $75.000 * ﬁ-l_ $100.000 * 12 = $76.785,71
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1 9 3
VE(F2) = $25.000 * c + $50.000 * 12 + $150.000 * 2= $67.857,14

1 9 3
VE(F3) = $40.000 * - + $60.000 * 12 + $175.000 * 12° $81.785,71

En ambos escenarios de baja o alta inflacion, se debera elegir el Fondo 3 ya que el mismo
obtendra el mayor valor esperado.

Ejercicio N° 3- Una empresa de comidas rapidas va a decidir la construccion de una nueva
sucursal en un centro comercial abierto, en un centro comercial cerrado o en un lugar alejado
en el que los analistas opinan existe un gran potencial de crecimiento. El costo de
construccion, independientemente del lugar escogido es de $100.000, el alquiler anual (x 5
afios) en el centro al aire libre es de $30.000, en el centro comercial cerrado $50.000 y en el
lugar alejado $10.000. La situacion es de incertidumbre respecto de las probabilidades de
ventas. Se han realizado las siguientes proyecciones de recuperacion en 5 afios para cada
resultado.

Ventas por debajo | Ventas promedio | Ventas por
del promedio encima del
promedio
Centro al aire $100.000 $200.000 $400.000
libre
Centro Cerrado | $200.000 $400.000 $600.000
Lugar alejado $50.000 $100.000 $300.000

Determinar la decision 6ptima y la ganancia asociada, ignorando el flujo por encima de 5
afios, utilizando los criterios de Wald (Minimax), Laplace, Hurwicz con o= 0,6 y el de
Savage.

CAAL = Centro al aire libre
CC = Centro cerrado
LA = Lugar alejado

Ventas — Costo de construccion — Costo del alquiler = Ganancia

Por ejemplo, la ganancia en el centro al aire libre si las ventas estan debajo del promedio
resultan:

$100.000 — $100.000 — $30.000 = —$30.000

Calculando para cada caso se obtiene la tabla de ganancia:

—_
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Ganancia con
ventas por debajo
del promedio

Ganancia con
ventas promedio

Ganancia con
ventas por encima
del promedio

A CAAL -$30.000 $70.000 $270.000
Ay CC $50.000 $250.000 $450.000
Az LA -$60.000 $-10.000 $190.000

Para determinar la decision Optima y la ganancia asociada utilizan los distintos criterios:

Wald:

A,: CAAL $100.000
A,:CC $200.000
As:LA $50.000

Hay que optar por el centro cerrado ya que se obtiene la mejor ganancia en el peor caso.

Savage:

Se elige el maximo resultado de cada futuro y se calculan los costos de oportunidad

F1 F2 F3 Savage
A;: CAAL $100.000 $200.000 $200.000 $200.000
A,:CC $0 $0 $0 $0
As: LA $150.000 $300.000 $300.000 $300.000

Considerando los costos de construccion y alquiler (5 periodos) se tiene que:

F1

F2

F3

Centro al aire
libre

100-100-30x5

200-100-30x5

400-100-30x5

Centro cerrado

200-100+50x5

400-100-50x5

600-100-50x5

Lugar alejado 50-100-10x5 100-100-10x5 300-100-10x5
F1 F2 F3
Centro al aire -$ -$ $
libre 150.000 50.000 150.000
Centro cerrado $ 5 5
150.000 50.000 250.000
) -$ -$ $
Lugar alejado 100.000 50.000 150.000

Para aplicar el criterio de Savage se obtiene la matriz:
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F1 F2 F3
L $
Centro al aire libre $ 50.000 100.000 $ 100.000
Centro cerrado $ 50.000 _$ $ -
) $
Lugar alejado $ ~1100.000 $ 100.000

Esto significa que construir el centro cerrado es la accion de menor costo de oportunidad
($50.000) y por eso hay que elegirla.

Hurwicz (alfa: 0,6):

A;: CAAL : $400.000 = 0,6 — $100.000 * 0,4 = $280.000
A,:CC: $600.000 * 0,6 + $200.000 * 0,4 = $440.000
A3:LA:$300.000 * 0,6 — $50.000 * 0,4 = $200.000

Vemos como la mayor ganancia la obtengo en la eleccion del centro cerrado.

Laplace:
1 1 1
Vesperado (CAAL) = $100.000 * 3 + $200.000 * 3 + $400.000 * 3= $233.333,33

1 1 1
Vesperado(CC) = $200.000 * - + $400.000 * = + $600.000 5 = $400.000

1 1 1
Vesperado(LA) = $50.000 * = + $100.000 * = + $300.000 * 5 = $150.000

La mejor recuperacion se da en el caso de la construccion del centro cerrado.

Vemos como a pesar de utilizar distintos métodos para hallar la decision 6ptima, la opcion
elegida es siempre la de construir un centro cerrado.

Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 4- La Fuerza Aérea comprard un nuevo tipo de avion y debe determinarse el
numero de motores de repuesto que se van a comprar. Es posible comprar 15, 20 0 25 motores
que el proveedor fabricard en dos plantas. Se sabe, por experiencia anterior, que si los
motores son fabricados en la primera planta el nimero de motores de repuesto requeridos
sigue una distribucion de Poisson cuyo parametro es 61=21, mientras que si se fabrican en la
segunda planta la distribucion del nimero de motores de repuesto requeridos sera también
Poisson pero con 0,=24. El costo de cada motor de repuesto comprado ahora, es decir con la
compra de los aviones, es de 400000 $ por motor. En cambio, si se los compra mas adelante,
cuando sea necesario reemplazar los motores originales, el costo sera de 900000 $ por motor.
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En cualquier caso, se piensa que practicamente no hay costo de llevar el inventario y que los
motores se hardn obsoletos cuando lo sean los aviones. Se calcula entonces una funcion de
pérdida dada por la siguiente tabla:

Accion/Estado de la|6,=21 0,=24
Naturaleza

ar: comprar 15 1.155 1.414
az: comprar 20 1.012 1.207
as: comprar 25 1.047 1.135

Las pérdidas estan expresadas en decenas de millones de pesos (Por ejemplo 1.155x107=
11550000). La experiencia también indica que el proveedor fabrica los dos tercios de toda su
maquinaria en la primera planta y el resto en la segunda. Se desea saber entonces:

a) /Que accidn se recomienda realizar?

b) (Cuanto dinero valdra la pena pagar por la informacion perfecta?

¢) Suponiendo que los datos correspondientes al modelo de avion anterior pueden obtenerse
sin costo y que se requirieron en esa oportunidad 30 repuestos ;cual es la decision a tomar
ahora?

Ejercicio N° 5- Una empresa que se dedica a la venta de un producto de consumo masivo
estd considerando si conviene o no enviar vendedores a domicilio, y estima que si se sigue la
estrategia de enviarlos y el individuo visitado no resulta ser cliente, se incurre en un costo de
oportunidad de $ 1000 con respecto a la estrategia alternativa de no enviar al vendedor,
mientras que si resulta ser cliente, el costo de oportunidad es nulo. En base a la experiencia
acumulada, la empresa habia podido determinar las probabilidades “a priori” de que un
individuo sea cliente (0.7) o no cliente (0.3); pero a fin de decidir entre seguir o no esa nueva
estrategia de comercializacion se considerd conveniente realizar un estudio de mercado. De
acuerdo a dicho estudio, tomando como variable de segmentacion del mercado la edad, al
dividir a la poblacion en dos grupos: menores de 30 afios y mayores de 30 afios, se encontro
que el 75% de los clientes pertenecia al primer grupo, mientras que solo el 10% de los no
clientes pertenecia a dicho grupo. Si el costo de la investigacion de mercado fue de $ 100,
determinar si a la empresa le ha resultado o no conveniente realizarla.

Ejercicio N° 6- Un empresario esta considerando la compra de uno de los siguientes
negocios: Un local de venta de camaras, uno de venta de computadoras, uno de venta de
artefactos electronicos. Las 3 con la misma inversion inicial. Ha estimado las probabilidades
del desempeio de ventas y las correspondientes ganancias que se presentan en las siguientes
tablas.
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Tabla de probabilidades del desempefio de ventas

Promedio Bueno Excelente
Local de camaras | 0,20 0,60 0,20
Local de | 0,15 0,70 0,15
computadoras
Local de | 0,05 0,60 0,35
productos
electronicos
Tabla de ganancias
Promedio Bueno Excelente

Local de camaras | $20.000 $75.000 $100.000

Local de | $30.000 $60.000 $100.000

Computadoras

Local de | $25.000 $75.000 $150.000

productos

electronicos

Haga un éarbol de decisiones identificando los nodos aleatorios y de decision. Calcule la
ganancia esperada para cada nodo aleatorio. Identifique la decision Optima.

Ejercicio N° 7- Una empresa estudia la factibilidad de instalar una nueva planta que podra
ser grande o pequefia. También esta dispuesta a no construirla si los analisis de la decision
asi lo aconsejaran. Hacia el futuro evalua dos escenarios posibles: mercado favorable a sus
productos 6 mercado desfavorable. Para cada caso ha cuantificado en base a analisis
prospectivos las ganancias o pérdidas que en cada situacion obtendria y, por otra parte, no
esta en condiciones de evaluar la probabilidad de que ocurra cada uno de los dos futuros
posibles. Con la informacién volcada en la Tabla, ;qué decision debiera tomar?

Mercado Favorable Mercado No Favorable
Planta Grande 200000 -180000
Planta Pequefia 100000 -20000
No hacer nada 0 0

Ejercicio N° 8- Se debe seleccionar una de 4 maquinas para fabricar Q unidades de un
producto. Se denomina Qmax y Qmin a las demandas maxima y minima de dicho producto
y se sabe que el costo fijo y el variable por unidad para cada una de las maquinas viene dado
por la tabla.
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Maquina K- costo fijo C- costo variable por unidad
1 100 5

2 40 12

3 150 3

4 90 8

Sabiendo que el costo total de producir Q articulos es CT = K + C X Q seleccionar la

maquina adecuada.
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VIII- Simulacion
VIII.1 Introduccion

La simulacion es una técnica experimental de modelado de sistemas que tiene
por objeto evaluar sus pardmetros de comportamiento a partir de una estimacion estadistica
basada en la realizacion ficticia de sus actividades. Tal realizacion puede lograrse si de
antemano se conocen los patrones de comportamiento de cada actividad y por supuesto, se
dispone también de una descripcion del sistema que establece la forma en que ellas se
vinculan. Con esos patrones pueden registrase muestras de la actividad total simulada del
sistema y evaluar asi comportamientos centrales, variabilidades, proporciones e incluso
analizar tiempos, costos y beneficios. La simulacion reemplaza con ventaja al modelado
analitico cuando las caracteristicas estocasticas del sistema y el caracter intrincado de su
expresion matematica dificulta el establecimiento de formulas de calculo. En ese contexto
permite mayor simplicidad y similar efectividad como medio para evaluar decisiones. Por
ejemplo; el mismo modelo de colas M/M/1, que permite el calculo del tiempo esperado que
cada cliente permanecera en un sistema, puede ser representado por un modelo de simulacion
que siga los patrones poisson-exponencial para las entradas y salidas, con velocidades
esperadas A y p conocidas. Bastara para ello generar simuladamente entradas y salidas de
clientes del sistema y a partir de la muestra obtenida establecer una estimacion W para el

. . . 1 .
tiempo esperado W. Claro que ya aprendimos que ese tiempo esperado es W = - perossi

no contasemos con una féormula deducida, podriamos obtener una estimaciéon del parametro
por simulacion. De tal modo, cuando por la complejidad del sistema o por cualquier otra
razon, no disponemos de una formula analitica para un parametro, siempre queda abierto el
camino de la simulacion para obtener su valor.

VIII.2 Nameros aleatorios

Si tenemos en una bolsa 1000 bolillas numeradas del 000 al 999, mezcladas sin
arreglo a ningln patrén, la probabilidad de elegir una cualquiera de ellas es 1/1000 que resulta
la misma que la de elegir cualquier otra. Ademas, si volvemos la bolilla extraida a la bolsa
y mezclamos, la probabilidad de volver a sacarla, o de sacar cualquier otra, sigue siendo
1/1000. Esto pone de manifiesto dos caracteristicas importantes de este sistema de almacenar
y extraer bolillas, y por ende de los nimeros por ellas representados. Todas tienen igual
probabilidad de ser elegidas en cada sorteo y cada eleccion resulta independiente de toda otra
anterior. Asi, los numeros elegidos a partir de esta mecanica se denominan aleatorios.
Seguramente se podrian realizar diez millones de sorteos con estas caracteristicas y obtener,
en base a la llamada regularidad estadistica, aproximadamente una misma proporcion de
veces cada uno de los mil nimeros. Es decir, tal proporcion debiera ser cercana a 1/1000. En
la practica uno no anda por la vida con bolsas de 1000 bolillas encima, pero estd claro que
cada vez que quiere elegir un numero de tres digitos al azar, precisa hacer un sorteo que al
menos emule las condiciones del sistema descripto de las bolillas en la bolsa. Ya que esto
puede ser muy necesario al simular, como en seguida veremos, se han disefiado
procedimientos algoritmicos, para computadoras y calculadoras, a fin de obtener nimeros
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que sigan estos patrones Claro que por tratarse de un calculo cuyos principios podemos
conocer, su obtencion podria no ser tan aleatoria. Sin embargo, es posible dar al resultado
una caracteristica al menos pseudoaleatoria, realizando el calculo a partir de un niimero
llamado semilla, obtenido en forma azarosa o desconocida. En ese caso nos sera muy dificil
reproducir el calculo, si lo intentaramos, por lo cual a efectos practicos actuariamos con el
numero obtenido como si fuera puramente aleatorio.

El procedimiento algoritmico bésico para obtener un nimero aleatorio es el
método congruencial. Se basa, justamente en las congruencias de modulo m que estudia la
aritmética. Un nimero x; es congruente con otro x,, médulo m, si se cumple la relacion
m X q + x; = ax, + c. Esto se corresponde con la disposicion de una division por el entero
m del numero ax, + c, siendo g el cociente y x; el resto. Es decir:

axl + ¢ lm
xl q

Esto se suele escribir x; = (ax, + ¢) modulo m

Si por ejemplo fueran m = 8, a = 1, ¢ = 5y se eligiera al azar la semilla x, = 5 se tendria

1x5+7 |8
4 1

siendo, 8 X1+4 =1x54 7 o lo que resulta lo mismo, 4 = (1 X 5+ 7) modulo 8 . El
azar de la eleccion de la semilla x, como un numero natural entre 0y 7, se refiere en realidad
a una hipotesis de igual probabilidad e independencia. Esto puede suponerse pues, para el
usuario del algoritmo, la eleccion resulta desconocida. La clave es que siempre esta fundada
en un calculo distinto y oculto, efectuado por ejemplo a partir de la hora del reloj interno de
una computadora. Asi el nimero 5 se supondra obtenido aleatoriamente pues, dada cualquier
semilla elegida entre 0 y 7, los nimeros congruentes con ellas aparecen solo una vez en la
Tabla 1 correspondiente a la expresion x,, ., = (ax, + ¢) modulo m

Tabla 1
n Semillas x, 1Xx,+7 q Restos x4
0 5 12 1 4
1 4 11 1 3
3 3 10 1 2
4 2 9 1 1
5 1 8 1 0
6 0 7 0 7
7 7 14 1 6
8 6 13 1 5
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Es decir; si la experiencia se realizase en un nimero suficiente de oportunidades, se obtendria
una proporcidon aproximadamente igual de veces cualquiera de los restos posibles de la
division. Cada uno de ellos tendria entonces igual probabilidad de ser elegido.

La eleccion de m = 8 tampoco es casual. Se debe a que el byte tiene 8 bits y con
¢l es posible representar los nimeros en una computadora, aunque no nos detendremos en
esto aqui. Si, hay que aclarar que no cualquier eleccion de las cantidades a y ¢ es adecuada
para que todos los numeros entre 0 y m — 1 aparezcan una vez en la tabla. Si m = 2,
potencia de 2, las elecciones adecuadas son a = {1,5,9,13 ...} y ¢ = {1,3,5,7 ... } mientras
que si es m una potencia de 10, m = 10¢ resultan elegibles a = {1,21,41,61..} y
c=1{1,3,7,911,13,17,19 ...}

Existen, en realidad, una variedad de métodos para generar nimeros aleatorios
por medio de una computadora y, para nuestros fines, necesitaremos nimeros que se
encuentren entre los valores reales 0 y 1. Por esta razon los mil nimeros aleatorios entre 000
y 999, por ejemplo, tendran que considerarse como la parte decimal de tres digitos de los
niameros comprendidos entre 0.000 y 0.999. Estos son los niimeros que habitualmente
obtenemos con la instruccion random de muchos lenguajes de programacion o con teclas en
calculadoras.

VIII.3 Observaciones aleatorias

Para exponer ideas recurrimos al siguiente ejemplo. Se arrojan dos monedas y se
observa el resultado. Por supuesto no todos los pares que puedan obtenerse tienen igual
probabilidad de ocurrir. Cara y cara, CC, tiene probabilidad % al igual que ceca y ceca, YY,
mientras que cara y ceca, que se obtiene tanto en YC como en CY, tiene probabilidad .
(COomo uno podria simular la obtencion del resultado con arreglo a esta probabilidad? La
Tabla 2 muestra las probabilidades y su distribucion acumulada.

Tabla 2
Suceso X P(X) Z P(x) Intervalo
CC 1/,=0250 | 0250 0.000 < r < 0.249
YCo CY 1/,=0500 |0.750 0.250 < r < 0.749
YY 1/,=0250 | 1000 0.750 < r < 0.999

Si se entienden 0.000 y 0.999 como suficientes aproximaciones para 0 y 1, la
cuarta columna de la tabla explica entonces que numeros entre 0.000 y 0.999 representan a
cada uno de los tres sucesos posibles. Es decir; simular la experiencia terminaria consistiendo
en apretar el boton de la funcién random de una calculadora y observar a cual de los tres
intervalos pertenece el resultado 7 obtenido. Si por ejemplo obtuviéramos el nimero aleatorio
r = 0.876 , su observacion aleatoria asociada seria YY, ceca y ceca. Este es el principio
basico de la simulacién y su aplicacion consecuente puede llevarnos al modelado sencillo de
sistemas complejos.
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Obtener observaciones aleatorias, es decir sucesos simulados que respeten un
patron estadistico de ocurrencia determinado, es una tarea que puede emprenderse por
distintas técnicas. La més directa consiste en invertir el sentido de los célculos, yendo desde
el valor del nimero aleatorio 7 hasta el valor de la observacion x, por medio de la inversion
de la funcidn de distribucion acumulada. Este método conocido como de la transformacion
inversa comprende, en la practica real, tres etapas.

1) Hallar la funcidn que caracteriza la actividad y comprobar que es una funcion de
probabilidad. Usualmente esto requiere tomar muestras y realizar ajustes por
medio de técnicas de calculo numérico para encontrar la expresion del patron
estadistico. Por ejemplo, para conocer como se distribuyen los tiempos de
atencion de un cajero de supermercado habra que tomar una muestra de tiempos
reales de atencion y ajustar, por medio de minimos cuadrados, la funcién
exponencial negativa que mejor los represente. Luego habra que comprobar que
se trata efectivamente de una funcion de densidad de probabilidad.

1) Hallar la expresion de la distribucion acumulada. Si la variable aleatoria fuera
discreta la acumulacién se produciria a través de la suma de probabilidades, pero
si fuese continua, el calculo debiera resolverse por integracion. En el caso
ejemplificado del cajero del supermercado habria que integrar utilizando la
funcién de densidad de probabilidad obtenida en 1).

1i1) A cada suceso x, la funcién acumulada le hace corresponder un valor real entre 0
y 1. Es decir F(x) =7 con 0 <r < 1. Este paso consiste entonces en hallar
F~1(r) = x. Es decir, invertir la distribuciéon acumulada.

Supongamos entonces que una muestra nos permitié ajustar los tiempos de atencion del
ae”™™ six=>0
0 en otro caso
Deberiamos ahora realizar la secuencia de tres pasos indicada arriba. Comenzamos

comprobando que se trata de una funcién de densidad de probabilidad. Claramente

f(x) =30e3%% = pETT: > 0 que es la primera condicion a cumplir para ser fdp. Ademas
0 o _ o _ 1 _ o

J_ oo f()dx = [ 30e3%dx =30 [ e™*%dx = 30—e 30x| 0=0- (-1)=1 con

lo cual queda probado el punto 1) pues se trata de una funcién de densidad de probabilidad.

cajero segun la expresion  f(x) ={ siendo a = 30 clientes/hora

En seguida armamos entonces la distribucion acumulada: F(x) = | ;C 30e730tdt =
30_%,06_30” J(; = —e 3% — (—1) = 1 — 3%, Como es sabido y se muestra en la Grafica
1, F(x) = r adopta valores entre 0 y 1 por lo cual esta completado el paso ii)
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Grafica 1

fx)

/
F(x)
1

X

El paso iii) requiere invertir la funcion de distribucion hallando F~1(r) = x. Hacemos:

r=1-—e30

e 30 =1 —r
Ine 3% =1In(1—7)

X = In(1-7) _

0= Fie)

Al asumir valores aleatoriamente elegidos del nimero r, se generan observaciones aleatorias

de tiempos de atencidon del cajero, que en términos estadisticos seguiran una distribucion

1

. .1 . .
exponencial con media — = ————— = 2 minutos/cliente
a 30cilentes /hora

Si la variable considerada es discreta, el procedimiento para encontrar la inversa
resulta similar, aunque requiere trabajar con sumatorias en vez de integrales. Pero, ademas,
cuando no se puede expresar con una férmula cerrada la integral de la funcion de densidad
de probabilidad, como por ejemplo ocurre con la distribuciéon normal, el método de la
transformada inversa no puede aplicarse. En tal caso, para generar observaciones aleatorias
que sigan una distribucion normal de media u y desvio estdndar o, puede usarse la formula

. .y o n n . .,
de aproximacion x = ﬁzizlri tlu—5F7 =) Como se aprecia para una observacion
normal habra que generar n nimeros aleatorios lo que se corresponde con la idea de que la

suma de variables aleatorias independientes tiende a una normal para un nimero



suficientemente grande de variables. La formula produce buena aproximacion incluso con
unos pocos numeros aleatorios, por ejemplo, paran = 6 on = 12.

VII1.4 Técnicas de Montecarlo

Las técnicas de Montecarlo, que deben su nombre al casino del estado
homoénimo, son métodos que se aplican para reducir la varianza en las muestras de modo que,
a su vez, esto reduzca la cantidad de observaciones necesarias para estimar adecuadamente
un parametro.

Por ejemplo, si se conoce que cierta componente de un equipo electronico tiene
una duracion que se distribuye uniformemente entre las 5000 horas y las 10000 horas de uso,
se pueden simular duraciones de componentes para constituir una muestra con la que evaluar
la duracién promedio sin necesidad de apelar al célculo analitico. Si se utiliza el método de
la transformacion inversa para obtener una expresion que genere la muestra, hay que hallar
primero el valor de k que hace de densidad de probabilidad a la funcién

k 5000 <x <10000 , . . .
flx) = {0 en otra parte En efecto, es facil calcular & a partir del cumplimiento
. (o . (10000 , 10000 _ —
de la igualdad 1= [ kdx=k[ = dx = kx| 000 = k(10000 — 5000) = k 5000
con lo cual resulta k = $100. Si ahora se halla la funcion de distribucion acumulada para el
. X 1 1 X 1
intervalo 5000 < x < 10000 , F(x) = fsoooﬁdt = ﬁtl5000 =—-x—1 . Los

pasos 1) y ii1) del procedimiento antes descripto para hallar la transformada inversa se han
completado y se los representa en la Grafica 2

Grafica 2
=)
k= 1/5000 | ,
1
r |
| 1
1 1
! |
5000 10000
F(x)
1 -
N _
|
0 !
5000 =x 10000
. . 1
Ahora resta calcular la transformacion inversa despejando x desde r = ——x — 1. Resulta

5000
x =5000(r +1)
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Con la formula hallada podemos aplicar la llamada técnica de Montecarlo
aproximada para calcular la media de duracioén de las componentes. A efecto de elegir una
muestra aleatoria de diez duraciones, se toman diez nimeros aleatorios » de tres digitos
decimales y se calculan las observaciones aleatorias correspondientes seglin se ve en la Tabla
2

Tabla 2
i vi xi =5000(r+1)
1 0.506 | 7530
2 0.649 | 8245
3 0.941 | 9705
4 0.664 | 8320
5 0.277 | 6385
6 0.375 | 6875
7 0.637 | 8185
8 0.673 | 8365
9 0.497 | 7485
10 |0.434 | 7170
XX
X = 0 = 7826.5

El ejemplo fue elegido para comparar el resultado experimental obtenido por

medio de la simulacidén con el parametro poblacional que en este caso puede calcularse

haciendo u = E(x) = fsloooooooxﬁdx = ?10072 150000000 = 7500 Como se aprecia hay una
importante diferencia entre el valor real de la media y su estimacion. Claramente, la ley de
los grandes numeros nos autorizaria a continuar realizando observaciones hasta que la
variabilidad de la estimacion a obtener baje drasticamente y se obtenga un promedio mucho
mas cercano a la media poblacional real. Hay que observar que al optar por reducir la

variancia de este modo se acepta incrementar grandemente el nimero de observaciones. Si
2
~ . — y . , g

el tamafio de las muestras es n = 10 el estimador X tendrd como varianza la razon TRL

que, segun la teoria estadistica, se distribuye normalmente con media y desvio estdndar de
— g . ;. . . 7
acuerdo a Xx~N (i, \/T_O) Entonces para reducir en un digito la varianza del estimador deberan

agregarse 90 observaciones a las 10 ya tomadas. Si se hace esto, se dice que se aplica el
método de Montecarlo aproximado o “crudo”, y puede continuarse reduciendo la variabilidad
incrementando en potencias de 10 el tamafio muestral.

Sin embargo, existen algunos procedimientos que permiten reducir la
variabilidad de la estimacion sin necesidad de incrementar la muestra. Veremos a
continuacion, y a titulo de ejemplo, uno de ellos. Se trata del llamado método de Montecarlo
de nimeros complementarios y, basicamente, consiste en armar una muestra paralela
invirtiendo la suerte. Es decir, a cada numero aleatorio elegido se le calcula su complemento



a 1 por medio de 7 = 1 — r para obtener nuevas observaciones aleatorias X que compensan
la suerte. En el caso del ejemplo se procede segiin se muestra en la Tabla 3.

Tabla 3
i ri xi = 5000(r+1) r=1-r x =5000(r+1)
1 0.506 | 7530 0.494 7470
2 0.649 | 8245 0.351 6755
3 0.941 | 9705 0.059 5295
4 0.664 | 8320 0.336 6680
5 0.277 | 6385 0.723 8615
6 0.375 | 6875 0.625 8125
7 0.637 | 8185 0.363 6815
8 0.673 | 8365 0.327 6635
9 0.497 | 7485 0.503 7515
10 | 0.434 | 7170 0.566 7830
_ in 7 Zjlcl
X = 0= 7826.5 X = 0 - 7173.5

Como era de esperar, por tratarse de una distribucion uniforme, la compensacion de cada

observacion por una complementaria debia hacer que la estimacion, obtenida como el
. . T+X C

promedio de ambos promedios, fuera exacta: - = 7500 . Si bien no puede esperarse tal

precision para observaciones realizadas con distribuciones asimétricas, el ejemplo ilustra la

efectividad del método de Montecarlo de nlimeros complementarios.

VIII.5 Modelos de simulacion

Como se ha visto con anterioridad un sistema estd conformado por entidades cuyos
atributos pueden adquirir valores numéricos, y actividades que vinculan estas entidades y los
modifican. El modelado de simulacion procurard establecer la ley de probabilidad y los
parametros que caracterizan la actividad conjunta y total del sistema, basado en los patrones
conocidos de cada actividad y en la forma en que cada una de ellas se vincule con las otras.
Esta dindmica muchas veces puede querer estudiarse a través del tiempo, considerando los
cambios probables de estado a estado. Respecto de esta simulacion temporal, el valor de los
parametros de interés puede actualizarse a intervalos de tiempo fijos o en cada momento en
que ocurre el siguiente evento. En ambos casos el modelo incluye también la simulacion del
paso del tiempo.

Para fijar ideas supongamos que en un proceso de fabricacion de automoviles las
carrocerias llegan a un robot de pintado siguiendo un patrén poisson- exponencial con una
media A = 6 carrocerias/hora. El pintado se realiza en tiempos que se distribuyen en
forma uniforme entre 4 y 8 minutos. Se desea calcular la cantidad esperada de carrocerias en
este sistema.
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Se trata de un sistema de colas, pero aqui, a diferencia del modelo MM1 que hemos
estudiado antes, si bien las llegadas son del tipo poisson, los servicios se realizan en tiempos
de probabilidad uniforme. Por supuesto cabria la posibilidad de deducir una féormula para la
probabilidad de estado del sistema, para su funcionamiento temporal y en definitiva para sus
parametros, uno de los cuales es la cantidad esperada de carrocerias en el sistema L. Sin
embargo, estimar el valor del parametro L por medio de una simulacion puede resultar mas

rapido y practico. Al considerar la relacion entre las medias de poisson y de la exponencial

1

ya estudiada, se tiene que ==

1 ] . ]

E(t) = o % = % horas/carroceria = 10 min/carroceria y a = A. Por lo tanto los

tiempos simulados entre llegadas de carrocerias pueden obtenerse mediante la
. . In(1- .

transformacion inversa de la exponencial t,; = n(11 D= 10 In(1 — r) . De similar forma

10
los tiempos simulados de pintado se obtienen mediante la inversion del patron uniforme tg; =

4(7 + 1). Si se considera la actualizacion del valor de los parametros del sistema cada vez
que se produce un evento, la llegada de una carroceria al servicio o la culminacion de un
pintado, la simulacidn se realiza segun el criterio del evento siguiente y el modelo queda
definido por la Tabla 3 siguiente.

Tabla 3

Reloj r Tiempo hasta la r’ Tiempo de Cantidad de
siguiente entrada t,; = siguiente salida carrocerias en el
—10In(1 —1) ts =4+ 1). sistema

0.000 0.073 | 0.7580 (0.7580) 0

0.7580 | 0.323 | 54260 (4.6680) 0.677 | 7.4460 (6.7080) |1

54260 |0.115 |6.6477 (1.2217) | ------ 7.4460 2

6.6477 |0.722 |119.4490 (12.8013) | ------ 7.4460 3

7.4460 | ------ 19.4490 0.215 | 12.3060 (4.8600) | 2

12.3060 | ------ 19.4490 0.022 | 16.3940 (4.0880) | 1

16.3940 | ------ 19.4490 0

19.4490 | .617 | 30.7500 (11.3010) 0.500 | 25.4490 (6.0000) |1

25.4490 | ------ 30.7500 0

30.7500

La primera columna de la Tabla 3 simula el paso del tiempo, que se actualiza cada vez que
llega o sale una carroceria del sistema. Las cantidades temporales sefialadas en negro son
puntos de regeneracion del sistema pues en ellos el estado actual no depende de ninguno
anterior, no hay pendientes llegadas ni completamientos de servicio y hay que generar un
numero aleatorio por cada actividad futura. El tiempo que media entre dos puntos de
regeneracion consecutivos se denomina ciclo. En principio, para estimar la cantidad esperada



de carrocerias en el sistema pueden contabilizarse los tiempos en que hubo 0, 1, 2 y 3
carrocerias y efectuar un promedio pesado.

Hubo 0 clientes en el sistema en los intervalos temporales [0.0000, 0.7580], [16.3940,
19.4490] y [25.4490, 30.7500]. Con esto durante 0.7580 + 3.0550 + 5.3010 = 9.1140
minutos no hubo clientes. Un cliente hubo en los lapsos [0.7580, 5.4260], [12.3060, 16.3940]
y [ 19.4490, 25.4490]. Es decir; durante 14.7560 minutos hubo 1 cliente. De forma similar
calculamos que hubo 2 clientes durante 6.0870 minutos y 3 clientes durante 0.7983 minutos.
Entonces la estimacion del nimero esperado de carrocerias en el sistema en base a lo
simulacion del sistema realizada es:

~  0x9.1140+1x14.7560+2x6.0870+3x0.7983 ,
L= 207500 = 0.95 carrocerias

Este valor indica que seguramente el sistema permanece una parte del tiempo ocioso. Para

estimar la probabilidad de que el sistema est¢ vacio podemos hacer
_— tiempo con 0 clientes _ 9.1140 ~ 0.30

0~ tiempo total = 30.7500

Con todo, la cantidad de observaciones incluidas en la muestra representan un ejemplo de
escritorio del procedimiento. En realidad, si se aplica la técnica de Montecarlo aproximada
habra que generar observaciones hasta que la estimacion de interés se estabilice alrededor de
un cierto valor. Tal cosa se logra cuando para la i-€sima observacion aleatoria incorporada,
se calcula la respectiva estimacion L; y se la compara con la anterior L;_;, por el criterio de
variacion absoluta |ii — Zi_1| < ¢, o por el mas exigente criterio de variacion relativa

Li-L;_ . o . .
|1A—l1 < &, haciendo € > 0 y tan pequefio como se considere necesario. Por supuesto, esto

i
puede requerir, en sistmas complejos, realizar un gran nimero de observaciones para estimar
sus parametros, pero a favor del crecimiento en la rapidez de calculo y en la capacidad de
almacenamiento computacional, cada vez se torna mas precisa la aplicacion de esta técnica
de simulacioén. Alternativamente cada ciclo entre puntos de regeneracion puede tomarse
como una muestra distinta y considerar asi varias veces, no solo el estado del sistema cuando
estd en un régimen estable de funcionamiento, sino también aquella parte transitoria
transcurrida hasta alcanzar la estabilidad. Pueden promediarse entonces las estimaciones
realizadas por ciclo para obtener una nueva, mas robusta en términos estadisticos.

Ejercicios resueltos

Ejercicio N° 1- Utilizar el método congruencial para generar las siguientes sucesiones de
numeros aleatorios:
a) Una sucesion de 10 numeros aleatorios de un digito tales que
Xn+1= (Xn + 3)(mod10) y Xo =2
b) Una sucesion de 8 numeros aleatorios entre 0 y 7 tales que:
Xn+r1 = (5Xn +1)mod8 y Xo = 1.
¢) Una sucesion de cinco numeros aleatorios de dos digitos tales que:
Xn+1 = (61X +27) mod100 y Xo =10
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b)

n Xa Xo+3 (Xn + 3)/10 X1

1 2 5 0+5/10 5

2 5 8 0+8/10 8

3 8 11 11/10 = 1+1/10 | 1

4 1 4 4/10+0 4

5 4 7 0+7/10 7

6 7 10 1+0/10 0

7 0 3 0+3/10 3

8 3 6 0+6/10 6

9 6 9 0+9/10 9

10 9 12 1+2/10 2

n Xn 5Xn+ 1 (5Xa+ 1)/8 X1

1 1 6 0+6/10 6

2 6 31 31/8=3+7/8 |7

3 7 36 36/8=4+4/8 | 4

4 4 21 21/8=2+5/8 |5

5 5 26 26/8=3+2/8 |2

6 2 11 11/8=1+3/8 |3

7 3 16 16/8=2+0/8 |0

8 0 1 0+1/8 1

n Xa 61Xn +27 | (61Xa +27)/100 X1
1 10 637 637/100 =6 +37/100 | 37
2 37 2284 2284/100 = 22 + 84/100 | 84
3 84 5151 5151/100 = 51 + 51/100 | 51
4 51 3138 3138/100 = 31 + 38/100 | 38
5 38 2345 2345/100 = 23 + 45/100 | 45




Ejercicio N° 2- Un juego de dados requiere que el jugador lance dos dados una o mas veces
hasta que se llegue a una decision de si pierde o gana. Gana si la primera tirada suma 7 u
11, o si la primera suma es 4, 5, 6, 8, 9, 10 y sale la misma suma antes de que aparezca una
suma de 7. Por el contrario, pierde si el resultado de la primera tirada suma 2,3 0 12, 0si la
primera suma es 4, 5, 6, 8, 9, 10 y aparece una suma de 7 antes de que la primera tirada
vuelva a salir. Simule cinco jugadas de este juego para iniciar el proceso de estimar la

probabilidad de ganar.

Dado => 6 caras=>1/6 .. 0<r<0,167 = Cara 1
0,167 <r<0,333 > Cara2
0,333<r<0,5-> Cara3
0,5<r<0,667 2> Cara 4
0,667 <r<0,833 2> Cara 5
0,833 <r<<1->Carab

n I 12 \4 v2 | Suma | Accion | Resultado/ p
Partida N°
1 0,598 0,147 4 1 5 Sigue --- /1
2 0,583 0,359 4 3 7 Pierde Perdio/1
3 0,904 0,087 6 1 7 Gana Gan6/2 1/2
4 0,902 0,223 6 2 8 Sigue ---
5 0,193 0,621 2 4 6 Sigue ---
6 0,947 0,626 6 4 10 Sigue --- 23
7 0,676 0,066 5 1 6 Sigue ---
8 0,752 0,839 5 6 11 Sigue ---
9 0,342 0,796 3 5 8 Gana Gand/3
10 0,556 0,164 4 1 5 Sigue ---
11 0,713 0,718 5 5 10 Sigue --- 3/4
12 0,561 0,041 4 1 5 Gana Gano/4
13 0,365 0,802 3 5 8 Sigue ---
14 0,583 0,160 4 1 5 Sigue --- 3/5
15 0,954 0,434 6 3 9 Sigue ---
16 0,846 0,159 6 1 7 Pierde Perdi6/5
El procedimiento debe continuar hasta que la estimacion

p se estabilice en dos digitos decimales exactos.

Ejercicios propuestos

Ejercicio N° 3- Utilice los nimeros aleatorios de un digito 5, 2, 4, 9, 7 para generar
observaciones aleatorias en cada una de las siguientes situaciones:
a) La tirada de una moneda legal

b) La tirada de un dado
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¢) El color de un semaforo que permanece el 40% del tiempo en verde , el 10%
en amarillo y el resto en rojo.
Ejercicio N° 4-
a) Generar 5 observaciones aleatorias a partir de una distribucion uniforme entre
- 10y 40.
b) Obtener tres observaciones aleatorias a partir de un a distribucion triangular cuya
funcion de densidad de probabilidad es:

f(x)=2x si 0<x<l y O0en otra parte.

c) Generar tres observaciones aleatorias a partir de la funcion de densidad de
probabilidad siguiente:

f(x):%(xﬁLl)3 si-1 <x<1 yO0 en otro caso.

Ejercicio N° 5- Generar tres observaciones aleatorias a partir de cada una de las siguientes
distribuciones de probabilidad:
a) Lavariable aleatoria x tiene P(x=0) = 2 y si x # 0 se distribuye uniformemente
entre -5y 15.
b) La funcion de densidad de probabilidad es x-1 si IS x <2y es 3-x si 2<
x <3 con 0 en otra parte.
¢) La distribucion geométrica con parametro p = 1/3 de forma que
P(x=k)=1/3(2/3)!'sik=1, 2, ... y 0 en otro caso.

Ejercicio N° 6- Generar tres observaciones aleatorias a partir de :
a) una distribucion normal de media 10 y desvio estandar 5 (utilizar n=3 para
cada observacion)
b) una distribucion exponencial con media 4.

Ejercicio N° 7- El clima se puede considerar un sistema estocéstico, por que evoluciona de
una  manera probabilistica de un dia a otro. Su pongamos que para cierto lugar este
comportamiento probabilistico satisface la siguiente descripcion:

a) La probabilidad de lluvia para manana es de 0.6 si hoy llueve.

b) La probabilidad de un dia despejado (sin lluvia) para mafiana es de 0.8 si hoy

esta despejado.

Simular el comportamiento del clima durante 10 dias, comenzando con un dia que sigue a
uno despejado.

Ejercicio N° 8- Considerar el modelo de colas M/M/1. Suponer que el promedio de arribos
es de 3 cl/hy el de servicios es de 5 cl/h. Disefiar un procedimiento de simulacion para estimar
el tiempo promedio en cola de un cliente.

Ejercicio N° 9- Considerar la distribucion de probabilidad cuya funcion de densidad es:

— 51 1<x<w
0 deotra manera

a) Utilice el método de Monte Carlo crudo para evaluar su media.
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b) Utilice el método de Monte Carlo de nimeros complementarios con igual fin.
¢) Compare los resultados obtenidos con los de la media teorica.

Ejercicio N° 10- Un producto fabricado por una compaiia requiere que se perforen cilindros
en un bloque metalico y que se inserten pistones en ellos. Es necesario que los pistones tengan
un radio de 1.0000 cm por lo menos y, hasta donde sea posible, muy poco mas grande. La
distribucion de probabilidad de cuanto medira el radio del piston tiene una funcidén de
densidad

()= 400e 401000 ¢ x> 1.0000
! 0 de otra manera

De igual manera, la distribucion de probabilidad de 1a medida de los cilindros tiene la funcién
de densidad

100si 1.0000<x<1.0100
fz(x>={

0 de otra manera

Realizar un experimento simulado para estimar la probabilidad de interferencia por ser mayor
el diametro del piston al del cilindro.

Ejercicio N° 11- Una compaiiia tiene un problema de mantenimiento con una compleja pieza
de equipo. Este equipo contiene 4 tubos de vacio que son la causa del problema. Los tubos
fallan con bastante frecuencia, forzando a que se apague el equipo mientras se reemplazan.
La practica actual es reemplazar los tubos solo cuando fallan, pero hay un propuesta para
reemplazar los cuatro siempre que falle uno de ellos, para reducir la frecuencia con la que
debe apagarse el equipo. El objetivo es comparar estas dos alternativas en cuanto a su costo.
Los datos son los siguientes. Para cada tubo, el tiempo de operacion hasta que falla tiene una
distribucion uniforme de 1.000 a 2.000 horas. El equipo debe apagarse durante una hora para
cambiar un tubo y durante dos horas para cambiar los cuatro. El costo total asociado con la
maquina apagada y reemplazo de los tubos es $100/hora mas $20 por cada tubo nuevo.
Comenzando con los 4 tubos nuevos, simule la operacion de las dos politicas durante 5000
horas de tiempo simulado.

Ejercicio N° 12- Simular la actividad de un sistema de colas con entradas y salidas tipo
Poisson-Exponencial A= 2 (entradas) p=4(salidas). Disefiar el procedimiento para calcular el
tiempo promedio de permanencia en el sistema de un cliente.

Ejercicio N° 13- Se tienen cuatro bolillas numeradas 1, 2, 3 y 4 dentro de un bolillero. Se
pretende utilizarlas para simular:
a) La aparicion del palo oro, espada, basto o copa al sacar una carta de un mazo
de truco
b) La aparicion de cara o ceca al tirar una moneda
Dar la regla de la simulacion en ambos casos.

Ejercicio N° 14- Una embotelladora de gaseosas de un litro realiza la operacion de colocar
la tapa de metal en tiempos que se distribuyen uniformemente entre 5 y 10 segundos. Las
botellas llegan al recipiente de acceso a la tapadora transportadas por una cinta y siguiendo
un proceso de Poisson a razén media de 400 por hora. Construir una tabla de simulacioén para
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estimar el tiempo promedio que una botella tarda desde que entra al recipiente hasta que sale
tapada de la tapadora.

Ejercicio N° 15- La empresa LIMPIAX acaba de ganar la licitacion para recoger la basura
en cierto distrito del conurbano bonaerense y se dispone ahora a invertir en la compra de
camiones para la recoleccion. El pliego de la licitacion establece que debera recogerse por lo
menos el 95% de la basura generada diariamente para quedar libre de quitas y multas por
incumplimiento de servicio. Por esta razon la empresa quiere asegurarse de que su flota de
camiones alcance para cumplir esta norma en el 90 % o mas de los dias. Para determinar que
cantidad de camiones adquirir de acuerdo a esto, posee dos informaciones relevantes: a) cada
camion posee una cantidad maxima de carga de 15 toneladas y puede hacer solo un viaje
durante el horario de recoleccion y b) las estadisticas de la cantidad de toneladas diarias de
basura recolectada en los meses pasados son:

Toneladas de basura | Probabilidad
recolectada/dia

10 0.10

20 0.22

30 0.25

40 0.20

50 0.12

60 0.07

70 0.04

Desarrollar un esquema de simulacion que permita evaluar, de acuerdo a esta informacion,
la cantidad de camiones necesarios para alcanzar los estdndares de calidad de servicio
fijados.

Ejercicio N° 16- En area céntrica los clientes llegan al cajero automatico instalado segun tiempos
distribuidos exponencialmente a razon media de 15 cl/hora. Los tiempos de uso del cajero por parte
de cada cliente se distribuyen en forma uniforme entre 3 y 5 minutos. Desarrollar un modelo de
simulacion para evaluar la probabilidad de que el cajero esté vacio.






Anexo sobre Software

1. Introduccion

Como se ha comentado, el modelado matematico de sistemas utiliza técnicas
estadisticas, experimentales, de simulacion, de optimizacidn, aplicadas a fin de encontrar
soluciones complejas de problemas del mundo tecnoldgico. Todos los métodos que se aplican
tienen en comun la complejidad y extension de los célculos involucrados. Con los avances
en las tecnologias computacionales ya no resulta indispensable conocer como se resuelven
agilmente los célculos para cualquier tipo de problema, sino que el aspecto clave resulta
expresar correctamente los problemas y saber interpretar los resultados que se presenten. El
calculo si bien debe conocerse en lineas generales puede ser resuelto por una variedad de
software que esta disponibles en el mercado. Este tipo de software puede agruparse en cuatro
clases distintas:

e Software de resolucion de problemas de investigacion operativa: tales como
programacion lineal, stocks o cualquier otro problema que requiera este céalculo
complejo. Algunos pueden ser mas integrales (varios modulos para varios tipos de
resoluciones o solamente alguno de ellos). Hoy incluso pueden encontrarse Apps para
celulares que sean ttiles.

e Aplicativos online: paginas web disenadas para la resolucion de problemas de
investigacion operativa (principalmente programacion lineal).

e Planillas de calculo: no estan disefiadas especificamente para la resolucion de
problemas de este tipo, pero pueden adaptarse a las necesidades del modelado.

e Lenguajes de programacion o similares: Siempre se puede escribir codigo con la
logica necesaria para resolver cualquiera de estos problemas.

De todos estos, vamos a enfocarnos en los primeros tres ya que, si bien se
puede programar desde casi cualquier lenguaje un programa que se ajuste a las necesidades,
esto esta afuera del alcance de este libro y solo se hard mencion de algin lenguaje mas
adelante. Se presentan a continuacion algunos paquetes informaticos de utilidad para la
resolucion de problemas:

Tora

Es el software para un curso de Investigacion Operativa por excelencia, contiene
posibilidades de resolucion para la mayoria de los temas de una manera més o menos sencilla.
Permite resolver problemas de:

e Programacion lineal (incluye un modelo para transportes)

e Programacion entera

e Modelos de colas

e Redes (Arbol de expansién minimal, ruta més corta, flujo maximo)
¢ Planeamiento de proyectos (CPM — PERT)

e Juegos



MAIMN

Linear Equaticns L
Linear Programming
Transportation model

Integer programming
Metwork models L
Project Planning [
Queuing analysis

Zero-5um Games

EXIT TORA

Presenta importantes ventajas como mostrar soluciones graficas, cuando son dos las
variables, desarrollar iteracion a iteracion la solucion hasta llegar a un 6ptimo, poder elegir
entre varios métodos para llegar a un resultado o la posibilidad de guardar los planteos y/o
resultados. Por otro lado, es importante tener en cuenta que este software fue disefiado hace
mas de 20 afios y tiene las limitaciones propias de un programa hecho por los 90, tales como

¢ Dificultad para funcionar con varias variables.
e No aceptar decimales
e Problemas de visualizacion en computadoras modernas.

De todas formas, es recomendable para resolver ejercicios en los que intervienen 2, 3 o 4
variables enteras con restricciones también enteras.

Lingo

Es un software disefiado por la empresa Lindo para desarrollar problemas de programacion
lineal. Si bien pareciera un lenguaje de programacion, resulta bastante mas amigable de lo
esperado y su utilizacion solo requiere escribir la ecuacion que se pretende optimizar

176



! Lingo 18.0 - Lingo Model - Lingo1

File Edit Solver Window Help

DIlAIS| %8 2= Ye|o| SRIBR| &BE 2
B Livgo Modl - Lingol

MODEL:

MAX =3 * X + 5 * ¥;

<= 12:
+2* ':1 <=18;

nn
%
oo

€,

Solo hay que escribir un codigo de apertura (“model”), un *“;”” cuando se concluye de escribir
una linea de ecuacion y un cierre (“end”).

Si ingresamos todo correctamente, nos arroja todo el resultado de la siguiente manera:

| 3 - e
EP solution Report - Lingo'
| Global optimal solution found.
Objective value: 36.00000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.07
Model Class: LpP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 1]
Integer variables: Q
Total constraints: &
Nonlinear constraints: a
Total nonzeros: 8
Nonlinear nonzeros: 1]
Variable Value Reduced Cost
X 2.000000 0.000000
Y 6.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
i: 36.00000 1.000000
2 2.000000 0.000000
3 0.000000 1.500000
% 0.000000 1.000000
5 2.000000 0.000000
€ €.000000 0.000000

Como se ve, indica la cantidad de variables, restricciones, el valor resultante de cada una las
mismas y el modelo empleado.

Solver

Si bien técnicamente no es un software, es uno de los mas conocidos modulos para resolver
problemas de programacion lineal y transporte, el mismo es un complemento de Excel que
se activa en las opciones del programa. Su utilizacion puede no ser muy amigable, ya que se
deben ingresar los valores en las celdas de cierta manera que se permita al programa entender
la logica que se desea utilizar. Luego de ingresar los datos de manera correcta, al usar el
complemento aparece una ventana como la siguiente:



Solver Parameters >

Set Objective: SES2

I

To: @ mMax ) min () value of: o

By Changing Variable Cells:

I+

Subject to the Constraints:

Add

Change

Delete

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Megative

Select a solving GRG Nonlinear ~ Options.
Method:
Solving Method
Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP Simplex
engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are
non-smooth.

Aqui hay que ingresar los datos como la funcional objetivo, que tipo de operacion deseamos
hacer, maximizar o minimizar, donde estaran las variables a modificar o las restricciones que
se tendran en cuenta, asi como el método utilizado para resolver. Al hacer todo correcto, nos
dara como resultado los valores resultantes optimos.

PHPSIMPLEX

Se trata de un aplicativo online exclusivamente disefiado para resolver problemas de
programacion lineal. Es de un uso simple y no se requiere mayor instruccién para poder
resolver problemas de este tipo. Es de un disefio bastante sencillo pero muy util a la hora de
resolver problemas para n cantidad de variables. Tiene la ventaja de graficar los resultados,
en caso de que se trate de un problema con 2 variables, sumado a la posibilidad de utilizar
decimales. Otra posibilidad interesante que presenta es el hecho de resolver los problemas a
través del método simplex yendo paso por paso, identificando columna y fila pivote en cada
caso. Por otro lado, su desventaja estd en que, al ser una aplicacion web, se requiere de una
conexion a internet estable para poder utilizarlo. El uso es como se ve a continuacion. Hay
que entrar en http://www.phpsimplex.com/ y al hacerlo nos dirigiré a la siguiente pagina:
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PAPSimplex

Optimizando recursos con Programacion Lineal

Inicio PHPSimplex - Investigacion Operativa ~ Teoria - Ejemplos ~ George B. Dantzig -

PHPSimplex
PHPSimplex es una herramienta online para resolver problemas de programacion lineal. Su 2
H uso es libre y gratuito. Para acceder a ella basta con pulsar sobre el icono que aparece a la B
izquierda, o sobre «PHPSimplex» en el menu superior. m
n
PHPSimplex es capaz de resolver problemas mediante el método Simplex, el método de las desarrolld el M

Dos Fases, y el método Grafico, y no cuenta con limitaciones en el nimero de variables de decision ni en las Aprender mas
resiricciones de los problemas.

Al hacer click en el primer vinculo lleva a la posibilidad de plantear el problema:

Meétodo: | Simplex / Dos Fases v |

s Cuantas variables de decisién tiene el problema?
& P
;Cuantas restricciones? S
Continuar

Al ingresar la cantidad de variables y restricciones, permite cargar el problema propiamente
dicho:

;Cual es ¢l objetivo de la funcion?

Funcién: | | X1 +| | X2
Restricciones:
| | X+ X[=v]
| | X1 +] | Xa[2 v ]| |
X1, X220

Continuar

Luego de ingresados todos los valores, se puede elegir una solucion directa o “paso a paso”
que no es mas que mostrar las sucesivas iteraciones del simplex.

En cualquier caso, al finalizar dara la solucién al problema:



Operaciones inermedias (mostrar/ocultar detalles)

Tabla 3 NEIE 0 0
Base Cv Po P Px P P | P
B |0 | 2| 0|0 |1 |033323333333333 | -0.33333333333333 |
P L 6 o | 1 o 0.5 | o
P 3 2 1 0 0 -0.33333333333333 | 0.33333333333333
z B0 o 15 1

—) Mostrar resultados como fracciones.

La solucién dptima es Z = 36
Xi=2
X:=6

Resolver mediante el método Grafico

ProjectLibre

Este software se utiliza para administracion de tiempos de proyectos y sirve tanto para
CPM como para PERT. Es de cddigo abierto y tiene un funcionamiento simple: luego de
que se inicia un nuevo proyecto, se crean tareas, se incluyen datos como duracion,
precedencias o algun otro detalle que se necesite incluir:

- S
< File Task l Resource View E
¥ Network A Zoom In r Copy | 4 Insert &+ Indent | Link £ Inf o Assign # Find 1‘
= 6 wes . Zoom Out o Cut | == Delete 4 Outdent <. Unlink ™™ Calendar Save Baseline “¥ Scroll To Task
Gantt X3 Task Usage Paste ' Notes Clear Baseline Update '
Views Cllpboard Task
® Nams Duration IMAy 19 26 May 19 2 )Jun 19 9 Jun 19 16 Jun 19 23 Jun 19 30 Jun 19 7 )ul 19
MTWTFSSMTWTFSSMTWTFSSMTWTFSSMTWTFSSMTWTFSSMTWTFSSMTWTEF
1 ESummary 20 days?'5/, W v
2 Design 10 days? S/ nKiley
3 Development 10 days 6/ Consisp ey
Test 5 days|6
s Product Rollout 0 days 6/ o

Tiene como ventaja que una vez incluida todas las actividades con sus respectivas
precedencias, el mismo software se encarga de indicar el camino critico y dibujar el diagrama

del proyecto a medida que se lo va haciendo. Otro detalle interesante a tener en cuenta es que
incluye como opcidn el calculo de los recursos necesarios para realizar cada actividad:
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RE . Zoom Out _Copy | 4 Insert + Indent /% Information # Find
= [l Resource Usage w= Delete <« Outdent “ Calendar
Resources & zoom In
Views
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R

R no es en si mismo un software disefiado para optimizar problemas propios de la
investigacion de operaciones, sino que es un lenguaje de programacion de indole estadistica.
Funciona como cualquier lenguaje, solo que al ser especialmente estadistico-matematico
permite disefiar un programa que efectivice casi cualquier modelo que se plantee acerca de
un sistema.

15 hospitals_num = hospitals[,c(-7,-8]]

16 palrs(hospitals_num)

X - [Teai R
e R-Examples . (3 Training-Examale! R radcontiguration.. b % G 0 5 oM Q
g Trsirirg-ExampleiR < R Graphies 8 -z
PR L
HEEEE - 2@E x & g
! E
2 hospitals <- read.table( fle "https://bit.ly/2qZwdMn", header =T)
3
a # remove the first column — o
5 hospitals = hospitals[,-1] - . F | :Msd‘s wol
6 FE N FAY
7 ] y Iy N
8 # Create factors varishles - Y \ =
5 hospitalssRegion <= as.factor(hospitalssRegion) FER N 5 g
10 hospitalssied.school <- as. factar{hospitalssied. school) £ - B g
1 - | H
. 3 5 =
12 attach(hospitals) H 3
13 =
14 # remove categorical variables for the purposes of graphing 2 =
&
=
B
’:
g
Z
E

17 - 1 2 3 4
15 librarytpsych) Region
19 # create a scatter plot matrix
[~/R-Examples] & — | RPackages * -
» Min 1Q  Median 0 e b varlaies  Frames e version e
~2.22907 -0.65305 -0.00359 B.64169 2.51007 —_— =
© U4 |- arent emironments a:;"‘;k :“:'f :':’15
™ Coefricients: " |4l Functions :\Dl:’ushanegd 5 I
Estimate Std. Error t value BRI~ [ < Tebie: 7 x 15 View Tabie ) 1086 106
= Pris[t]) ~ |7 v # factorMed Schaol = FALSE FALSE FAL. view | |7 Yo o "
N ! arm = -
3 * ereept) o063 0.533207 0,110 L |s @ haspisls = Table: 113 x 1 view Table e " "
5| 2| g.oesaes & | _ |+ B hospitals_num = Table: 113 x 9Vien Tale : :
i . 1 B asserttnat 021 az1 i
% hospitals_numjlength.of.stay 0.183411 0.654714 3.444 kS backports 18 1.8 5
=) 0.000B1E worx ¢ . "ﬂzi{:f[ﬂwg]] baseBdanc a1z 013 3
5 hospitals_numiCulture 0.046446  0.009923 4,680 e bayesplot 124 174
o 8.35e-86 *xx ® odel = List[113] brtsmatrix 133 133
i - - -
I i 12 my.madel = List[1:13] = S o
* O mydays =27 1416192215 20 20 b view | [T o 09 -
EETON0 B Tominl 4 PythonComsole | Ga RGansale]| QFventicn
o 10:34 LF UTF-8 2spaces Python2? B 2 @

La ventaja que tiene es justamente la de ser un lenguaje pues da amplitud sobre los temas a
abordar y los planteos a resolver. La desventaja es el nivel de preparacion que exige, pues
codificar un programa en este lenguaje no resulta intuitivo.
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Misc Windows  Help
> b <- c("a", "b")

> ¢ <- c(TRUE, FALSE)
> mode (a)

[1] "numeric"

> length(a)

[1] 6

> mode(a)

[1] "numeric"

> mode (b)

[1] "character"

> mode (c)

[1] "logical"

> a <-.¢(1, "a", TRUE)

> mode (a)

[1] "character"

> a

[11 "1iv ngn WTRUE"
- - e <o C(Eimim TRUE, 1)
> a

1 7 L 5

> |

IBM CPLEX OPTIMIZATION STUDIO

Este software no es exactamente de codigo abierto, pero fue incluido ya que tiene una version
estudiantil que resulta gratuita, por lo que puede bajarse sin tener que desembolsar dinero por
¢l. Es un caso particular, ya que técnicamente funciona mas como un IDE, pero a través de
varios lenguajes se pueden plantear modelos de optimizacion en cualquiera de los temas
tratados. Como ventaja, proporciona la capacidad de disefar cualquier tipo de problema que
requiera optimizacion. Como desventaja, al igual que R, se requiere conocer algun lenguaje
de programacion para poder utilizarlo (C, C++, JAVA, etc), por lo que puede no resultar nada
amigable al desarrollar un problema puntual.

CPLEX 126 (‘ézu;it)

12 Packegebxp... 52 | = O || @ "Appjava 52 |

B% ©| 1 tmport 11og.concert.~: ARl RN e w
. N 2 import ilog.cplex.*; -
Basic LP example e ™
o 8 (default package) "ot main(String[]]
> [ Appiava @ model10: voud]
sEARESmemlbay ||| 25 Lubiio statio. vo (Scringl] args) {
» A Referenced Libraries | e Bt beas =

min 0.12z + 0.15y

s.t. 60z + 60y > 300
12z + 6y > 36
10z + 30y > 90
z>20y=>0

public static void modell() (
try ¢
IloCplex cplex = new IloCplex():

IloNumVar x = cplex.numVar(0, Double.MAX VALUE, "x*);
TloNumvar y = cplex.numVar (0, Double.MAX VALUE, "y"):

// expressions
r

anj =
sbjective.addTerm(0.13, Byl

1
catch (IloException exc) {
exc.printstacxTrace ()

< < >
[ Problems £3 | @ lavadoc| [ Declaration] Fn ]
(Qitems.

Description ® Resource Path Location Type
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