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Resumen:

El rapido desarrollo y la extensa aplicacién de la tecnologia de bases de datos,
unido a la gran cantidad de datos disponibles para el analisis en distintos ambitos
de las ciencias puras y aplicadas, ha convertido la mineria de datos (data mining)
y el descubrimiento de conocimiento (knowledge discovery) en areas de intensa
investigacion. El conocimiento se ha convertido en un componente imprescindible
en la industria, la banca e incluso en la vida social. En particular, los sectores
economicos -tanto en las areas de las manufacturas como de las finanzas-
requieren tomar decisiones sobre gran cantidad de informacién para obtener
ventajas competitivas. Sin embargo, la informacién es frecuentemente imprecisa
debido a que contiene gran cantidad de datos pero es cualitativamente pobre.

La extraccion de informacion comprensible a partir de grandes volimenes de
datos hace uso del proceso KDD (Knowledge Discovery in Databases)! que opera
para obtener informacion subodptima pero econdmica y confiable para la toma de
decisiones, en los casos en que la informacion es incompleta, inexacta o
inconsistente. En las décadas pasadas se han desarrollado varias técnicas y
teorias para tratar datos de naturaleza imprecisa, como la teoria fuzzy y la teoria
de las funciones de creencia de Dempster-Shafer?.

Esta investigacion se centra en dos técnicas especificas: la teoria de conjuntos
aproximados o rugosos (Rough Set Theory o RST)* y la teoria de sistemas grises
(Grey Systems Theory o GST), y en la hibridacién de ambas: Grey Rough Set
Theory o GRST. Se exhiben las propiedades fundamentales de las tres teorias y
se evalla la conveniencia de generalizaciones y ampliaciones de dichas teorias

para el tratamiento de informacion incierta.

! Fayyad (1996)
2 Shafer (1990)
¥ También conocida como teorfa de conjuntos 4speros o imprecisos.



Introducciéon

Selecciodn del tema:

Tecnologia de hibridos de computacion soft en el tratamiento del descubrimiento

de conocimiento en bases de datos.

Definicion del problema:

Viabilidad de la hibridacion RST- GST en informacién imprecisa con datos fijos y

variables.

Justificacion del estudio:

La toma de decisiones en el gerenciamiento de actividades comerciales,
econdmicas, financieras y sociales se enfrentan a problemas complejos que
contienen informacion cualitativamente pobre y cuantitativamente impreciso. La
solucién efectiva y a bajo costo de estos problemas requiere el aporte integrado de
distintas disciplinas, tales como la ingenieria del conocimiento, ciencias de la
computacion, la informacion y los sistemas.

En particular, los sistemas grises e imprecisos combinados en hibridaciones

variadas constituyen una alternativa efectiva proveniente de la computacién soft.

Limitaciones:
Este estudio se concentra en las componentes tedricas esenciales de RST, GST y
GRST vy la evaluacion de dichas hibridaciones, pero no considera aplicaciones

especificas.

Alcances del trabajo:

La investigacion realizada permite establecer una base inicial para la aplicacién
posterior de sistemas hibridos en el estudio de problemas sociales y econdmicos
especificos de nuestro pais. Asimismo, facilita el analisis y la discusion de los
fundamentos tedricos de la hibridacion considerada.



Objetivos:
1. Exponer los componentes teéricos basicos de RST

2. Exponer los componentes tedricos basicos de GST

3. Exponer los componentes tedricos basicos de GRST y su viabilidad.

Hipétesis:

La formulacion tedrica de la hibridacion GRST mejora las limitaciones de RST y

GST por separado.

Desarrollo

Material y métodos:

Se analizé bibliografia actualizada de ambos sistemas y su hibridacion a nivel
tedrico y meta tedrico. Se consideraron: A) las caracteristicas principales de cada
uno; B) las ventajas y limitaciones de cada uno; C) las mejoras y generalizaciones

obtenidas en investigaciones recientes.

Descripcién del objeto de estudio:

Sistemas de andlisis de sistemas de informacién incierta, pobre o incompleta
tratadas con RST, GST y GRST.

Disefio de la Investigacion:

Se desarrollaron las componentes esenciales de: 1) RST; 2) GST; 3) GRST como

se detalla a continuacién en “Resultados”



Resultados:

1. Estructura de Rough Set Theory (RST)

RST (Rough Set Theory) fue propuesta por Zdzislaw Pawlak en 1982* como una
nueva y potente herramienta matematica para tratar informacién vaga o imprecisa.
La idea basica es la clasificacion de objetos (concretos o abstractos, como
sefales, eventos, procesos, entidades) incluyendo en el mismo conjunto a objetos
gue posean diferencias menores entre si. Por lo tanto, objetos que portan la
misma o similar informacién son indiscernibles (respecto de la informacién
disponible). Las unidades de distintos conjuntos indiscernibles son los conjuntos
de elementos que componen el universo de la informacion disponible®.

RST establece definiciones precisas (es decir, l6gico-matematicas) de los
componentes conceptuales basicos y obtiene, en su modelizacion, los teoremas
gue facilitan las aplicaciones y desarrollos especificos.

En RST de define la Relacién de Indiscernibilidad en el universo de datos; dicho
universo esta formado por subconjunto de objetos y propiedades. Con relacién a
una propiedad y dado un objeto perteneciente a un subconjunto del universo
puede darse: A) que el objeto pertenezca absolutamente (o, con la misma
imprecision semantica: ‘seguramente’) al subconjunto; B) que el objeto no
pertenezca absolutamente al subconjunto; C) que el objeto pueda pertenecer, o
no, al subconjunto. Debido al punto C) queda claro que el subconjunto en cuestion
es impreciso y para manejarlo se requieren dos conceptos centrales de RST:
aproximacion superior y aproximacion inferior, ambas definidas en conexion con la
relacion de indiscernibilidad.

La aproximacion inferior es la unidbn de todos los objetos que pertenecen

absolutamente al subconjunto y se conoce como regidn positiva del subconjunto.

* Pawlak (1982)
®Jiang y Lin (2011), pp. 17



La aproximacion superior es el menor conjunto de elementos que pueden
pertenecer aparentemente al subconjunto en analisis. La region negativa contiene
los objetos que no pertenecen al subconjunto. La diferencia entre la aproximacion
superior y la aproximacion inferior es la frontera o limite que no puede ser
evaluada respecto del atributo en cuestién, porque alli los objetos no pueden
clasificarse como pertenecientes ,0 no, al subconjunto. Si la frontera es vacia,
entonces el subconjunto es exacto en términos de indiscernibilidad; si la frontera
no es vacia, el subconjunto es rugoso (aspero, impreciso) considerando dicha
relacion.

El sistema de informacion (o de representacion) sobre el que opera RST esta
formado por el universo de subconjuntos de objetos, el conjunto de propiedades o
atributos y la funcién cuyo dominio es el producto cartesiano de subconjuntos del
universo por subconjuntos de propiedades y cuya imagen es el conjunto formado
por los subconjuntos en los que se asignan objetos a la propiedad dada.

Las definiciones fundamentales que se dan a continuacion corresponden al
enfoque original de RST, pero existen formas alternativas® basadas en relaciones
distintas a la de indiscernibilidad (que es una relacion de equivalencia): A) en base
a la relacion de similaridad, que no genera particiones del universo de objetos y
retiene la reflexividad pero no la simetria ni la transitividad; B) en base a relaciones

binarias reflexivas y transitivas

Definiciones fundamentales:’

1. Sea U = {U4,...Uyy} un conjunto finito y no vacio de conjuntos (U es el

espacio del universo de conjuntos de objetos).

2. Sea A ={Aq,...,Anas} el conjunto finito y no vacio de atributos.

®Xu y Tao (2012), cap. 1
"Jiang y Lin (2011), cap. 2



3.Seaf: UXx A >V, VaeAVxelUyf(x,a) €V, una funcién de

informacién que nombra el valor del atributo de cada objeto en U.

4. Considerando lo anterior, la cuaterna S = (U, A, V, f) es un sistema de

informacion (o sistema de representacion del conocimiento).

5. Los objetos x e y se consideran indiscernibles si satisfacen la relacion de
indiscernibilidad

I={(x, ) EUXU:f(x,q) = f(v,9)Vq € P}

6. Aproximacion inferior apr, (X) =U {x e U:1(x) € X}

7. Aproximacién superior: apr, (X)=U{x elU:I(x)NX = ¢}
8. Region negativa: negs(X) =U{x e U:I(x) N X = ¢}
9. Frontera: bnd,(X) = apr, — apn(X)

10.Si las aproximaciones coinciden, entonces el subconjunto X esta bien
definido en S. En caso contrario hay cuatro casos en que X no puede ser
definido con relacién al sistema de informaciéon S (y relativo a la propiedad
P):

A. Si la aproximacion inferior no es vacia y la aproximacioén superior es
distinta de U, entonces X esta definido rugosamente (imprecisamente)
en S.

B. Si la aproximacion inferior no es vacia y la aproximacioén superior es
igual a U, entonces X no puede ser definido afuera de S, por lo que no
se puede excluir que cada objeto de X pertenezca a U.



C. Si la aproximacion inferior es vacia y la aproximacidon superior es
distinta de U, entonces X no puede ser definido en el interior de S, por lo

gue no se puede asegurar que cada objeto x de U pertenezca a X.

D. Si la aproximacion inferior es vacia y la aproximaciéon superior coincide
con U, entonces el conjunto no puede ser definido totalmente en S; o

sea que ni siquiera podemos definir su aproximacion.

Estos cuatro casos exhiben los distintos niveles de indefinicion que existen

entre el nivel ‘definido’ y el nivel ‘indefinido’.

11.Dado un sistema de informacion S = (U,A,V,f) vy la relacion de
indiscernibilidad en U, es necesario definir el grado de dependencia entre

dos atributos diferentes, de la siguiente manera:

Sea S= (UAV,f);si P<SAQ < A entonces la dependencia entre

conjuntos de atributos se define de la siguiente forma:

A. Si I(P) € I(Q), entonces el conjunto atributo Q depende del
conjunto atributo P y se indica P = (@

B. SiP = @ v @ = P entonces ambos atributos son equivalentes;
osea: P &= ()

C. Si no se puede sostener P = @ v@ = P entonces P y Q son

independientes.

12.Dado que para un subconjunto X perteneciente a U se tiene una
aproximacion superior (por exceso) y una inferior (por defecto), se define la
Precision Aproximada de X de la siguiente forma:

Clapry)

@ (X) =2 @)



donde ¢ indica la cardinalidad del conjunto. La precision aproximada da
valores en el intervalo: 0 < a;(X) = 1. Siap(X) = 1el conjunto X es exacto
respecto de | (relacién de indiscernibilidad). Si a«z(X) < 1 entonces X es
rugoso (aproximado o aspero) respecto de |. La Precision Aproximada

indica el grado de comprension de X segun el conocimiento existente.

13.Para medir la dependencia del conocimiento se requiere definir la calidad
de la clasificacion que se expresa como el cociente entre la sumatoria de
los objetos correctamente clasificados por el subconjunto correspondiente
al atributo P y todos los objetos del sistema:

e (X) =E

=, Claprp (X |
e(U)

donde X = {X,,X,,..,X,} es una particion del universoUy P £ 4. Se dan

tres casos para la calidad del conocimiento:

A. Si ¥p =1, entonces el conocimiento de X es completamente
dependiente en P

B. Si ¥ =0, entonces el conocimiento de X es completamente
independiente en P

C.Si 0 <y, <1, entonces el conocimiento de X es parcialmente

dependiente en P

e
14. Membresia o pertenencia rough®: p;,[x]:_z?;’;h con

uk(x) €[0,1] adiferencia de los conjuntos clasicos donde p; =1six € X
y 0 en cualquier otro caso. Esta funcidon expresa la incertidumbre de un

elemento X € X.

® En las definiciones siguientes: Pawlak (1996)
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15.Relaciones rough: dados dos sistemas de informacion X e Y con
respectivas relaciones de indiscernibilidad I, |5 , larelacion R €E X XY vy
I' =1, X I, . En estas condiciones, la relacién de indiscernibilidad opera
sobre Ry se denota I(x,y) donde x € X, v EY. La relacion rugosa se

puede definir usando la pertenencia rugosa, como en 10:

C(rRNMI(x,v))

I o=
Ur (xJ.} ) E{I(x,y]]

16.Funciones rough: se obtiene una definiciébn adecuada y compatible con las

aplicaciones concretas, haciendo las siguientes consideraciones:

A. El sistema de informacion S € R*, con § = {x4,%,,...,X;} tal que
X, <X, <--<X;, categoriza a R* y el par 4 = (R™,S) es un
Espacio de Aproximacion, porque cada categorizacion S deR* induce
una particion (S) en R™.

B. Denotando (x;,x;,,) al intervalo abierto que contiene a X y S, al
segmento de la particibn que contiene a S, el intervalo cerrado
[X;,X;.4] es laclausura de S, y se denota S, .

C. En particular ¥x € R*: Q(x)=[0,x] se entiende como una
aproximacion de x € R*, que resulta ser el extremo derecho
de S5(x).

D. S es una relacién de indiscernibilidad en R™ que da aproximaciones
de Q(x)en A = (R%,S)

E. La aproximacion inferiorde x € R™ es:

SmfgrmrQ (x)={y€ER":S(y) S Q(x)}

F. La aproximacion superior de X € R¥ es:

Ssuperior(x) = {y € R*:S(y) N Q(x) #}
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G. Por lo anterior: si S¥UPETIOT = G . . entonces X es exacto en A.

H. En otro caso x es inexacto (rough, aspero) en A.
I. Se define la funcién de pertenencia rough para x en R™ de la

siguiente forma:

_ CQ)NS(y))
Mo (V) = cs(v)

Esta funcion indica el grado de pertenencia de un elemento y en
Q(x).
J. Dada la funcién real f:X =Y con X,Y € R*U{0}y dados los
espacios de aproximacion 4 = (X,5), 5 = (Y, P),
a) se llama aproximacion inferior SP a:
fing () = P (f(x)) Vx € X

b) se llama aproximacion superior SP a:
P (x) =P (f(x))VxEX

K. Se dice que f es exactaen X si f,- = f*F | en otro caso f es
rugosa.

L. Elerror de aproximacion de fenx es [ —f ¢

La concepcion original de RST debida a Pawlak tiene una clara naturaleza
topolégica, como puede inferirse de la definiciones anteriores. Posteriormente se
desarroll6 una nocion topolégica mas general de RST que tiene un interés
independiente, ya que se trata de una aproximacion independiente a la de Pawlak.

Ambas formas pueden resumirse de la siguiente forma®:

% Salama (2011)
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A) Forma topoldgica original: se define un Espacio de Aproximacion (U, R)
donde U es el universoy Rc U X U es la anterior |, 0 sea la relacion de
indiscernibilidad. Las clases de equivalencia U/R son los atomos o
conjuntos elementales. El par (U, R) se asimila a un espacio topolégico
(U, t) donde t define la relacién de equivalencia R; en el conjunto
potencia P(U). La clase de subconjuntos de U es llamada una clase
topoldgica rugosa, o imprecisa o aspera, denominada RO(U), si para
cada X e Y en RO(U) se verifica:

1) int(X) =int (Y); 2)
2) cl(X) = cl(Y)

B) Forma alternativa de clases topoldgicas rugosas: Sea, como antes, el
espacio topolégico (U,t). Un par (M; N) —con M y N subconjuntos de U-
es un par rugoso en (U,t) si satisface las siguientes condiciones:

1) M es un conjunto abierto

2) N es un conjunto cerrado

3) McN

4) El conjunto N-cl(M) contiene un subconjunto Z que
satisface int(Z2)=0[y
N-cl(M) c cl(2)

Se considera que la forma topoldgica original facilta el descubrimiento de
relaciones ocultas entre datos, mientras las generalizaciones topolégicas rugosas
ayudan en la definicion de medidas topoldgicas rugosas.

La interaccion entre los fundamentos matematicos del modelo RST vy las
aplicaciones concretas empuja el desarrollo de la teoria y mejora las posibilidades
de subsiguientes aplicaciones, que son frecuentes en Economia y Administracion.
Existen experiencias especificas en Marketing que muestran la conveniencia del

uso de RST con propésitos de clasificacion en analisis de marcas comerciales,
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por ejemplo de cereales® donde también se aplica Andlisis Discriminante Lineal y
se comparan resultados que muestran la eficacia de RST en estudios de
posicionamiento diferencial.

Las mejoras en la teoria van en dos direcciones principales: A) la hibridacién con
otros métodos (al que se hara referencia mas adelante con GST; B) la
generalizacién de la teoria original. Se puede mostrar que distintas formulaciones
de RST permiten el desarrollo de variadas formas generalizadas, lo que,

adicionalmente, muestra que ambas direcciones se contactan frecuentemente®”.

' Beynon, Curry & Morgan (2001)
" Yao (2003)
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2. Estructura de Grey System Theory (GST)

El mismo afo (1982) que Pawlak propone RST, el investigador chino Julong Deng
presenta su teoria de Sistemas Grises (GST) que, en poco menos de una década,
tiene una aplicacion exitosa en gran variedad de campos como agricultura,
hidrologia, historia, ecologia, medicina, geografia, ciencias de los materiales,
proteccion bioldgica, sistema judicial, industria, temas militares y en distintas areas
de la Economia. En China se aplic6 exitosamente en economia agricola,
estimacion de efectos econdmicos, modelos diagndsticos en medicina, proteccion
biolégica y meteorologia.

Segun el autor de GST*, ‘grey’ es un término que —relativo a la informacién que
provee un sistema- significa ‘pobre’, ‘incompleta’, ‘incierta’. En este sentido, gran
cantidad de sistemas complejos son grises porque varios de sus parametros son
inciertos o desconocidos; un ejemplo concreto es el cuerpo humano porque varios
parametros de su medio interno no se conocen o la informacién disponible es
pobre.

Cuando la informacion es pobre, imprecisa o incompleta, GST provee alternativas
gue para procesos y modelos estocasticos, analisis de regresion o analisis de
series de tiempos. Dado que los métodos estadisticos tradicionales requieren
funciones de distribucién de probabilidad y en el mundo real tales funciones no
estdn  usualmente disponibles, la modelizaciobn en variables grises puede
satisfacer las necesidades de conocimiento.

GST comprende varias areas: matematica gris, espacios relacionales grises,
control gris, generacién de espacios grises y modelizacién gris, entre otros. La
modelizacién gris en una variable (GM 1,1) y el Andlisis Relacional Gris (GRA) son
dos de los métodos usados frecuentemente®®,

La unidad o célula de un sistema gris es el nimero gris, que expresa el caracter

del comportamiento del sistema gris. De un nimero gris se conoce el rango de

 Deng (1989)
B u & Vewers (2006)
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valor aunque se desconoce el valor preciso. Los sistemas con informacién
completa son sistemas “blanqueados” (whitening) o “blancos”, los que carecen
completamente de informacién son sistemas “negros” y los que contienen
informacién pobre o incompleta son sistemas grises.

Dado que el niumero gris expresa la calidad de la informacion analizada, una
cuestién fundamental de GST consiste en aumentar la precision del valor original;
es decir, en hacer que el numero gris del sistema se logre “blanquear”.

Las definiciones basicas de GST son las siguientes™*:

Tipos de nUmeros grises

1. Numeros grises con sélo limites inferiores, simbolizados x € [a, oo]
2. Numeros grises con solo limites superiores, simbolizados x € [—0,a]
3. Numeros grises con limites inferiores y superiores, simbolizados

X € [g,ﬁ]
4. NUmeros negros: cuando X € [—o0, +0]
5. Ndmeros blancos: cuando a = a

Dado que la informacion gris significa que es incierta (y por lo tanto su expresién
numeérica es estimada), la clasificacion anterior expresa que en los casos 1y 2
s6lo puede estimarse un extremo y en el caso 4 no hay estimacién posible. El
caso 5 corresponde a la informacion precisa.

El caso 3 es especial interés porque permite establecer definiciones centrales

para las aplicaciones.

En principio interesa definir la longitud del numero gris x: I(x) = la—a | que
indica la amplitud (e intuitivamente la imprecision) que expresa el intervalo gris.
Para que la informacion pueda emplearse efectivamente se requiere adoptar un

valor especifico perteneciente al intervalo gris que se denomina ‘blanqueamiento’

(o ‘blanqueo’) de numeros grises. Este blanqueo adquiere distintas formas segun

" Jlan, Liu & Lin (2011), cap. 6. Los autores sustituyen la notacion original de nimeros grises ‘®’ por ‘X’
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el caso'™*®. Empleando ‘®’ en lugar de ‘X’ para nimeros grises, las definiciones
basicas son las siguientes:
1. Si la informacién oscila marcadamente alrededor de un valor especifico,

dicho valor es considerado el valor blanco, es decir la informacién buscada.

2. Para un intervalo gris donde ®€ [a;,a,] el valor de blanqueo de &,

—

denominado * ®’, es ®= aa, + (1 — a)a, , con ae[0,1]
3. Un numero gris puede blanquearse por medio de la funcién de peso de

blanqueo f(®), que tiene la siguiente forma general.

L(®) si ® e[ay,b,)
f(®) =4 1si & €[by,b,]
R(®)si ® €(b,,a,]

F(@)a
1
L(® R(®)
ﬂf_’
0 ai b1 b2 ar ®

Para esta funcién, & se transforma en un nimero ® que se halla en un

intervalo que depende de a;, by, by, a; y de a:

®=[aa; + (1L —a)b,,ab, + (1 —a)a,]

" Liu & Lin (2006) pp. 26-32. Se respeta la notacion clasica usada por los autores: en lugar de ‘x’ se emplea
‘®’ para indicar un nimero gris.
1 Olson, Wu (2006)
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La funcién de peso de blanqueo se construye en base a la experiencia del
analista. Los extremos a; y a, son los valores que tienen alguna
significacion independiente ya que indican entre qué valores se comporta la

informacién. El valor de « pondera el blanqueo de la informacién y también

es asignado segun por el experto que realiza el estudio.

4. Para operar con la funcion de blanqueo incluso en los casos en que no es
bien conocida, se define el valor medio de blanqueo del niumero gris y se
denomina con el término ' & .

A. Si la funcion de blanqueo del nimero gris es conocida entonces el
valor medio es el valor esperado, en el caso que el nimero gris
corresponda a una variable aleatoria en el sentido estadistico.

B. Si la funcion de blanqueo no es conocida y el nUmero gris adopta
——— 1
valores reales entonces (X)= S (a, +a,).

C. Si la funcién de blanqueo no es conocida y ® adopta valores

discretos en [a4,a,] con a;e [a;,a-] coni = 1,2,... entonces'”:

"

(1
— z a; (& adopta un numero finito de valores)
4
K== N PEs ™
1 S
lim — ) a,® adoptavalores infinito numerables
mn—e e 7l
LT =

i=1

5. Dado un namero gris &® interesa saber el grado de gris de dicho namero:

()
°(®) = <)
g B

donde I(&9) es la longitud del nimero gris.

iu & Lin(2006) pp. 34



18

6. Considerando la funcion de peso de blanqueo indicada en el punto 3, el

grado de gris de ® se puede definir de la siguiente forma'®:

. 2b,—b a, —b
ga('@): 1 2 + max {aib 1 '
i

(12 mbz}
by + b,

b,

El sumando izquierdo indica el impacto del pico de f(& ), donde la funcién

Es méaxima (a=1). El sumando derecho indica el impacto de L(&) v R(&).

7. Debido a que las relaciones que se establecen en la matematica gris
comprenden variables y nimeros grises, se definen secuencias grises,
ecuaciones algebraicas con coeficientes grises, vectores grises, matrices
grises n-dimensionales, autovalores y autovectores grises. En patrticular,
interesan las derivadas y ecuaciones diferenciales grises ya que
constituyen la base de los modelos grises.

8. Generacion de sucesiones grises: los sistemas grises elaboran reglas para
cambiar los datos crudos, generalmente complejos, en datos que muestren
ciertas regularidades en esos mismos datos por medio de la generacion de
sucesiones grises, que son tratadas por métodos especificos, en particular
1-AGO (first order accumulate generating operation) y 1-AGO data
sequence que suaviza los datos originales obteniendo sucesiones

monodtonas y extrayendo de ellos regularidades no explicitas en la forma

original’®. Dada una sucesién de nGmeros reales x@ = x®(t,),
x©(t,),...,x®(t,)) con distribucién irregular, donde x‘®(t,) es la
sucesion de datos de informacion en el momento ¢, si A t;, =t, —t;,_4

no es constante, entonces x‘® es una sucesién no equidistante. Tal

'8 Nabwey & El-Paoumy (2013)
i, Yamaguchi & Nagai (2006b)
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sucesion puede tratarse con 1-AGO si v (t;) € x@)  satisface la
condicion xl(tj) = Zle @t con x@¢; € x©.

Los datos originales pueden recuperarse haciendo
x@(t)=x®(t)—x*(t,_) donde x@(t,))=xP(t,) con

x© (ty) = x ) (t:).

9. El modelo GM (1,1) es un modelo gris de primer orden con una variable y

puede construirse estableciendo para x(*) (t,,) la ecuacion diferencial®:

dx Mty

+ax®(t,)=b
o (ty)

10. Existen otros modelos que mejoran el anterior como DGM (2,1) de 2° orden

con una variable ! y extensiones de éste, como SDGM, MDGM y EDGM%.

# Chang & Tung (2006)
% Shao & Su (2012)
% Xie & Liu (2009)
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3. Estructura de la Hibridacion RST-GST (GRST)

RST y GST son contemporaneas en su origen y ambas efectivas en computacion
soft para tratar con sistemas de informacién que contienen datos imprecisos. Por
supuesto, no son las Unicas y un ejemplo muy proximo es el sistema fuzzy o
borroso. En casi todos los casos los términos utilizados para denominar estas
distintas teorias son s6lo nombres que permiten identificarlas y en su eleccion se
privilegia la idea de imprecision asociada a alguna intuicibn generalmente
sensorial: rugoso/aspero (tactil), borroso (visual) o gris (color). Esta costumbre ya
es habitual en otros dmbitos cientificos como en Fisica de Particulas donde se
recurre a términos como ‘quark up’ y ‘quark down’ que son simples etiquetas para
diferenciar distintos objetos fisicos.

Aunque dicha eleccion es creativa, en el caso especifico de RST y GST introduce
cierta confusion inicial porque todas se refieren a informacion imprecisa pero el
término empleado en cada caso (rough, grey) no da ninguna pista sobre el
enfoque de cada una®®. Desde ya, esto se soluciona analizando las estructuras
axiomaticas®* respectivas lo cual es imprescindible no sélo para lo anterior sino, y
principalmente, para evaluar la posibilidad y la conveniencia del uso asociado
(hibridacién) a fin de explotar lo mejor de cada teoria. Este ultimo punto es
particularmente delicado porque involucra varios aspectos a tener en cuenta, entre
ellos: como trata la imprecision del sistema informativo cada teoria; en ese caso, Si
es viable una aplicacion sucesiva de técnicas o es aconsejable, en cambio, una
integracion; cuantas técnicas conviene hibridar a la vez. Sin embargo, las técnicas
de hibridacion son una opcidon a tener en cuenta porque cada teoria tiene

aplicaciones especificas y ninguna —hasta ahora- resuelve todos los problemas.

ZEl término ‘teoria’ se emplea —en este &mbito- haciendo referencia a la axiomatica conjuntista empleada
para especificar los fundamentos, demostrar las propiedades obtenidas y justificar los modelos de
aplicacion que forman parte de la teoria.

2 Aqui se emplea el término ‘axiomatica’ en un sentido mas débil que el empleado en Légica y Matematica.



21

En la actualidad estan disponibles numerosas aplicaciones donde se emplean
variadas hibridaciones de teorias incluyendo distintas versiones de las mismas
hibridaciones para usos especificos, que pueden resultar equivalentes en
resultados. Este es el caso de la hibridacion que se analiza en este trabajo (RST-
GST), para la cual se han descripto distintas asociaciones como®: aproximaciones
rugosas basadas en conjuntos grises y funciones de blanqueo; o RST basada en
algebra de intervalos que soportan operaciones con reticulos grises. También se
han descripto equivalencias entre hibridaciones RST-GST con extensiones de
RSTy la asociacién RST-GST con el anélisis de conceptos formales (FCA)?°.

La diferencia entre incertidumbre rugosa (o aspera) y gris puede mostrarse de la

siguiente forma?®’:

Incertidumbre rugosa: sea ‘UL un conjunto de elementos de un sistema o universo

de informacion y JP(UL) el conjunto potencia de U. Sea + S P(U). Se dice que
+ es una particion de T si se cumple: a) U,={x:x €rj=TU ; b)
VAer VBEr A+B —=ANE =.

Sea K = (U, R) el par donde U es el universo de informacion y R una particion
de U ysea X € U. Se dice que X es exacto en K si 3P € R: X es la unién de

algunos elementos de P. En otro caso, X es rugoso en P.

Incertidumbre gris: sea x el valor desconocido de una cualidad en estudio en un

sistema de informaciéon y & # un conjunto de valores posibles del sistema de
informacién. Sea §' © §, entonces x €8’ — x € 8. Se dice que x es un

namero gris si se desconoce el valor que adopta en §".

% Wu (2010)
% \Wu & Liu (2009)
*"Liu & Lin (2006) pp. 13-19
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Si se comparan ambas definiciones se ve que: A) RST se basa en la particion en
subconjuntos del sistema de informacion y evalla si la parte en estudio se puede
expresar como union de algunos subconjuntos del sistema de informacién; esto
es: se trata de un método de aproximacion de subconjuntos por exceso y defecto
del valor incierto; B) GST considera los valores desconocidos, del dato requerido,
en ciertos sub intervalos del sistema de informacioén; dichos intervalos pueden
adoptar valores reales o subconjuntos de reales y mientras un nimero blanco
esta precisado, un namero gris indica un intervalo de datos.

Asi, la conexibn de ambas teorias parece posible, pues mientras RST da
conjuntos de aproximacion, GST da resultados de valores en el intervalo del
conjunto aproximado. En RST, los extremos de la funcion de pertenencia (o

membresia) indican que: A) un objeto pertenece a la clase X si iy (x) = 1; B) un
objeto no pertenece a la clase X si py(x) = 0. En ambos casos la clasificacion es

precisa y por lo tanto el grado de gris del numero gris que se le puede asociar es

minimamente incierto, pero si py(x) = 0.5 el grado de gris del nimero gris

correspondiente se incrementa. La idea es establecer grados de gris superior e
inferior, asociados a los respectivos grados rugosos, lo que instala niveles de
grados de gris como consecuencia de llevar a GST la forma conjuntista de RST.

La conexi6n formal la dan las siguientes definiciones?®:

1) Funciones superior e inferior de pertenencia rough:
a. Superior: f1(x) € [0.5,1.0]
b. Inferior: EX(X]E[I[].I[],G.S)
c. Propiedad basica: I (x) =1 —E}_,!:x]
2) Mapeo ‘funcion media rough — grado de gris del nimero gris’:
a. (1) > T, (0
b. px(x) = gx(x)

% Jian, Liu & Lin (2011), pp. 185-196
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3) Niveles de gris asociados a funcién de pertenencia rough?®:

A) El nivel del grado de gris de un nimero gris se denota ‘g,.’
El grado de nimero blanco (grado cero) se define:
9e=0:px(x0)=0=g9.=0Ap,(x)=1=g,=0
B) Elgrado 1 de nimeros grises se define:
ge = L:ipg(x)e(0,01] = g. = 1 A i, (x)e[09,1) =g, =1

C) El grado 2 de numeros grises se define:

9. = 2&;{("5}6(01,02] b Qc =2 A FX(%)E:[O&GQ‘) = ﬁ:a )

D) El grado 3 de numeros grises se define:
ge = 3:px(x)€(0.2,03] = g, =3 A [, (x)e[0.7,08) = g _=3

E) El grado 4 de nimeros grises se define:
g.= 4:41{;‘,(5&;)5{0.3.0.4] =g, = 4 A EX (x)e[0.6,0.7) = 'g“c =4

F) Elgrado 5 de numeros grises se define:
ge = 5:px(x)e(0.4,0.5] = g. = 5 A I, (x)€[0.5,0.6) = g _ =5

G) El grado de niumeros negros se define:

ge = 5:px(x) =p,(x) A g.=9,>5

H) Si los extremos inferior y superior del grado de gris coinciden en 0, la
informacién no es incierta: el elemento pertenece o no pertenece segun

la funciébn de membresia rough. La maxima incerteza se da cuando los

* Nabwey & El-Paoumy (2013)
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grados inferior y superior de gris coinciden en 5 y la funcién de
pertenencia es 0.5, mientras que para valores de gris mayores a 5y
extremos coincidentes de la funcién de membresia no hay informacion
sobre el elemento.

) Aproximaciones gris-rugosas>’: por lo anterior, corresponden al nivel de
gris g- <5 y suponiendo que
S=(WUAV,f,A=CUD,XESUPCSC establecen las
aproximaciones superior e inferior de X conectando el grado de gris con

la relacién de Indiscernibilidad en §

Clralaing)
a) apry*(X) =U (———= <37}
e Clipln)) ¢
e . ol 4 P (x :l I"‘IX:I o
W BT =V > 9]

Las expresiones a) y b) muestran que las aproximaciones del nivel de

grado de gris al nivel g. esta dada por la union de todas las clases de

equivalencia pertenecientes a X iguales o menores (a), o mayores (b),

a dicho nivel.

J) La medida de la proporcion de objetos en el universo en el cual es

posible la clasificacion al nivel g° = V se define:

{e{m:!,(xjj _ }
N r. — ] Ip'._,l‘lj
Y (P,D) c(U)

% Jian, Liu & lin (2011) pp. 188-189
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En RST la clasificacién de objetos es incierta si éstos se hallan en la region limite
o frontera, pero si pueden asignarse a una clase especifica puede obtenerse una
clasificacion para un nivel determinado de grado de gris de niUmeros grises.

Si los niveles de gris corresponden a valores blanqueados puede emplearse la
aproximacion rough; en este sentido la precision de la variable rough puede
entenderse como un caso particular de la aproximaciéon grey-rough.

Aunque no tiene valor de aplicacion general, se ha observado que existe un
intervalo de umbral de confianza para pasar de RST a GRST y en estos casos la
discernibilidad de un elemento en RST depende de cierto valor B que debe ser
superior al extremo superior del intervalo de umbral de confianza aunque, en la
practica y para series grandes de bases de datos, [3 es dificil de estimar.

La hibridacion RST-GST (GRST) tiende a mejorar la clasificacion de pertenencia
de RST empleando la alta precision predictiva de GST. En consecuencia, se
complementa la dificultad para decidir pertenencia de RST empleando los niveles
de gris de los numeros grises, que resultan como una consecuencia de la
hibridacion. A la vez, se mejora cierta deficiencia en la justificacion tedrica del
grado de gris de los nimeros grises al basar la definicion de éstos en la funcion
de pertenencia rough®*.

En RST la aproximacion inferior describe informacion cierta, la informacion
superior describe informacion posible y la frontera o limite describe informacion
incierta y hay que tener en cuenta que los conjuntos respectivos son estaticos;
debido a ello no se adapta a fendbmenos dindmicos en los cuales algunos
elementos cambian en funcion del tiempo y por lo tanto varian su pertenencia
relativa a los conjuntos de aproximacion. Para superar estas dificultades, se
propusieron los conjuntos rugosos singulares (S-rough sets o S-RST)*. Sin
embargo, ni RST ni S-RST son eficientes para tratar con atributos de objetos que

tienen valores en intervalos numéricos, por lo que se desarroll6 la asociacion S-

% Jian, Liu & lin (2011) pp. 190-191
% Shi (2005)
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RST con GST (conjuntos S-gris rugosos 0 S-GRS)*. También se han reportado

otras asociaciones con aplicaciones variadas™.

Discusién de resultados:

A) El estudio y analisis de informacion imprecisa trata el problema general del
analisis de datos para los cuales no es posible la asignacion definida de
alguna propiedad especifica. Dicho brevemente: respecto de cierta
propiedad, no es posible decidir si el dato en cuestion la cumple o no la
cumple.

B) RST enfoca el problema proponiendo aproximaciones por defecto y por
exceso, donde la imprecisidbn corresponde a los casos en que ambas
aproximaciones difieren. En esos casos, se define la precision aproximada
y la calidad de la clasificacion, en tanto que la incertidumbre se expresa por
la funcion de pertenencia que es una funcion media de aproximacion.

C) GST también hace estimaciones inferiores y superiores y —como en RST- la
precision se da cuando coinciden ambas estimaciones, pero GST evalla la
pertenencia en el intervalo real [0,1]. En forma similar a RST, acota la
incertidumbre empleando limites —aunque con recorrido en el intervalo real
[0,1]. La precisibn aproximada se evalla mediante la longitud de los
nameros grises. La aproximacion se mejora empleando la funcion de peso
de blanqueo y estableciendo el valor medio del numero gris, lo que permite
definir la nocién fundamental de grado de gris de los nimeros grises.

D) GRST conecta RST y GST estableciendo un mapeo entre la funcion de
pertenencia rough y el grado de gris, lo que permite definir la nocion
fundamental de niveles de gris asociados a la funcién de pertenencia

rough.

¥ Hu & Wang (2011)
¥ Wu (2010)
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E) Dado que la pertenencia rough esta definida en funcion de la
indiscernibilidad, ésta se conecta con el grado de gris.

F) Los niveles de grado de gris quedan asociados a la funcion media de
pertenencia rugosa lo que permite graficar la funcion  f:pu.(x)— g°, con
py(x) € [0,1] y g° € [0,5]

G) La medida de la calidad de la clasificacion gris-rugosa expresa el nivel dado
de gris para el cual se determina la proporcion de objetos posibles de
clasificar para un atributo dado.

H) En la frontera rough la clasificacion de objetos es incierta, pero el nivel de
gris de de los numeros grises permite decidir en la mayoria de los casos.

) Dada una cierta regla de clasificacion, si el nivel de gris es bajo la regla
puede asimilarse con buena aproximacion a una deterministica. Pero si el
nivel de gris es alto (y, por lo tanto, la inconsistencia es fuerte), la regla

puede ser tratada como aleatoria.

Conclusiones:

En numerosos fendmenos originados en distintas fuentes (biologia,
medicina, economia y sociologia, entre otros), los procesos que llevan a la
toma de decisiones deben realizarse en base a informacién imprecisa,
pobre en calidad o incierta. En estos casos, el tratamiento estadistico
clasico no es adecuado, por lo que se han desarrollado varias tecnologias
de computacion soft que tratan especificamente dichos problemas.

Con el objetivo de mejorar las deficiencias individuales de dichas
tecnologias, se han desarrollado distintas integraciones (hibridaciones) de
técnicas, generalmente por pares. La maduracién de estas asociaciones
muestra componentes conceptuales comunes que incluso las conectan, en
ciertas modelizaciones, con la probabilidad clasica. Como ocurre
habitualmente con los desarrollos tedricos fértiles, se han desarrollado

numerosas variantes de cada teoria y de hibridaciones que muestran las
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interconexiones entre ellas. Es interesante destacar las conexiones que se
han logrado establecer entre las teorias analizadas y los métodos
estadisticos tradicionales®, no obstante que aquéllas se desarrollaron para
resolver algunas deficiencias de éstas.

También se observan desarrollos metatedricos que evallan la existencia de
leyes aproximadas en andlisis de sistemas®.

La riqueza en la evolucién de estas técnicas y sus distintas combinaciones
puede atribuirse a la fertilidad tedrica que se exhibe en el amplio desarrollo
de sus fundamentos y en la variedad de aplicaciones.

En el caso particular de GRST, la hibridacién ha resultado satisfactoria en el
tratamiento de informacion compleja, variable e incierta particularmente en
Economia y Finanzas. En este aspecto, es importante destacar que GRST
incorpora la experiencia del analista y algunas extensiones de la teoria,
como en los modelos basados en relaciones de tolerancia
(matematicamente: reflexivas y simétricas) se emplean valores de umbral
de informacién, superiores e inferiores, que mejoran los resultados®’.
Aunque se han realizado anélisis comparativos® entre distintas técnicas, la
tendencia actual parece orientarse a la diversificacion y enriquecimiento

tedrico en las técnicas individuales y en las hibridaciones.

% Dembczynski et. al. (2007)
% Kaiquan & Jiarong (2006)

¥ Wu et. Al (2006)

% Ceccarelli & Maratea (2009)
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